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Ëåêöèÿ 1. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ è ðàñøèðåííàÿ
ìàòðèöà ñèñòåìû. Ïðèâåäåíèå ìàòðèö è ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ê ñòóïåí÷àòî-
ìó âèäó. Ìåòîä Ãàóññà.

1◦. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ (àëãåáðàè÷åñêèõ) óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé âèäà

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(1.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû aij è ïðàâûå ÷àñòè, èëè ñâîáîäíûå ÷ëåíû bi ñèñòåìû (1.1) ïðåäïîëàãàþòñÿ
(ïîêà!) äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ðåøåíèåì (èëè ÷àñòíûì ðåøåíèåì) ñèñòåìû (1.1) íàçû-
âàåòñÿ òàêîé íàáîð ÷èñåë x0 = (x01, x

0
2, . . . , x

0
n), ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â (1.1) x01 âìåñòî x1, x

0
2

âìåñòî x2 è ò.ä. êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðåâðàùàåòñÿ â âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî. Ðå-
øèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé � çíà÷èò íàéòè âñå åå ðåøåíèÿ (ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû
(1.1) íàçûâàåòñÿ òàêæå åå îáùèì ðåøåíèåì).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñèñòåìà (1.1) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøå-
íèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà
íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Äâå ñèñòåìû âèäà (1.1) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ
ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:
ÝÏ1) ê íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû ïî÷ëåííî ïðèáàâèòü äðóãîå óðàâíåíèå òîé æå ñèñòåìû,
óìíîæåííîå íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî;
ÝÏ2) ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû;
ÝÏ3) íåêîòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû óìíîæèòü íà íåíóëåâîå ÷èñëî.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïðè ëþáîì ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, ýêâèâà-
ëåíòíàÿ èñõîäíîé.

J Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÝÏ2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äëÿ ÝÏ1: ïóñòü ê i-ìó óðàâíåíèþ ïðèáàâ-
ëÿåòñÿ j-å, óìíîæåííîå íà λ. Òîãäà â íîâîé ñèñòåìå i-å óðàâíåíèå èìååò âèä

(ai1 + λaj1)x1 + (ai2 + λaj2)x2 + . . .+ (ain + λajn)xn = bi + λbj. (1.2)

Ïîäñòàâèì â (1.2) ëþáîå ðåøåíèå x0 = (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(ai1 + λaj1)x
0
1 + (ai2 + λaj2)x

0
2 + . . .+ (ain + λajn)x0n =

ai1x
0
1 + ai2x

0
2 + . . .+ ainx

0
n︸ ︷︷ ︸

bi

+λ(aj1x
0
1 + aj2x

0
2 + . . .+ ajnx

0
n︸ ︷︷ ︸

bj

) = bi + λbj.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòå-
ìû. Îáðàòíî, èñõîäíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû, ïðèáàâëÿÿ ê
åå i-ìó óðàâíåíèþ j-å, óìíîæåííîå íà ÷èñëî (-λ). Àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî � äëÿ ÝÏ3 �
îñòàâëåíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.I

2◦. Ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû. Ñëîæåíèå ìàòðèö. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî.
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Îïðåäåëåíèå 1.6. Ìàòðèöåé ðàçìåðà m× n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà èç m ñòðîê
è n ñòîëáöîâ, çàïîëíåííàÿ (ïîêà � äåéñòâèòåëüíûìè) ÷èñëàìè (ýëåìåíòàìè ìàòðèöû). Ïîëî-
æåíèå ýëåìåíòà ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ èíäåêñàìè � íîìåðîì ñòðîêè è íîìåðîì ñòîëáöà.
Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì âèäå ìîæíî çàïèñàòü

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 .

Ïðèíÿòî ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáîçíà÷åííîé íåêîòîðîé çàãëàâíîé áóêâîé, îáîçíà÷àòü òîé æå

áóêâîé â ñòðî÷íîì íàïèñàíèè. Íàïðèìåð, åñëè A =

(
1 2
3 4

)
, òî a11 = 1, a12 = 2, a21 = 3, a22 = 4.

Ñîêðàùåííî ïðèíÿòî çàïèñûâàòü A = (aij), B = (bij) è ò.ä.
Ñèñòåìå (1.1) ñîîòâåòñòâóþò äâå ìàòðèöû: ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, èëè ïðîñòî ìàòðèöà

ñèñòåìû

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 .

è ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû

A =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñóììîé äâóõ ìàòðèö A = (aij) è B = (bij) îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà m×n
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé � ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèö-ñëàãàåìûõ: A + B = (aij + bij). Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà m × n íà
÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé � ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ
èñõîäíîé ìàòðèöû íà îäíî è òî æå ÷èñëî λ: λA = (λaij).

Ïðèìåð (
1 2
3 4

)
+

(
5 6
7 8

)
=

(
6 8
10 12

)
,

10

(
1 2
3 4

)
=

(
10 20
30 40

)
.

3◦. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòî-
ìó âèäó.

Ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàð-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû (âñïîìíèì îïðåäåëåíèå 1.4):

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:
ÝÏ1) ê íåêîòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû ïðèáàâèòü äðóãóþ ñòðîêó òîé æå ìàòðèöû, óìíîæåííóþ íà
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî;
ÝÏ2) ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ñòðîêè ìàòðèöû;
ÝÏ3) íåêîòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû óìíîæèòü íà íåíóëåâîå ÷èñëî.
Îïåðàöèè íàä ñòðîêàìè ïîíèìàþòñÿ êàê îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè ðàçìåðà 1× n.
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Îïðåäåëåíèå 1.9. Ãëàâíûì ýëåìåíòîì (èëè âåäóùèì ýëåìåíòîì, èëè ëèäåðîì) ñòðîêè ìàò-
ðèöû íàçûâàåòñÿ ïåðâûé ñëåâà íåíóëåâîé ýëåìåíò ýòîé ñòðîêè.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ìàòðèöà íàçûâåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè
1) âñå íóëåâûå ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ðàñïîëîæåíû íèæå åå íåíóëåâûõ ñòðîê;
2) ëèäåð êàæäîé ñëåäóþùåé íåíóëåâîé ñòðîêè ðàñïîëîæåí ñòðîãî ïðàâåå ëèäåðà ïðåäøåñòâó-
þùåé ñòðîêè.
Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî òàêàÿ ìàòðèöà èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä

Òåîðåìà 1.11. Ëþáóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîãî òèïà (ÝÏ1)
ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

J Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ðàçìåðà m × n. Åñëè âñå ýëåìåíòû A ðàâíû 0, òî
ìàòðèöà A óæå ñòóïåí÷àòàÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðåäè ëèäåðîâ íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû
A âûáåðåì ýëåìåíò aij, ðàñïîëîæåííûé íå ïðàâåå âñåõ îñòàëüíûõ ëèäåðîâ. Åñëè a1j = 0,
ïðèáàâèì i-þ ñòðî÷êó ê ïåðâîé. Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i = 1. Äëÿ êàæäîé èç ñòðîê ñ
íîìåðàìè k = 2, . . . ,m ïîëîæèì λ = −(akj/a1j) è ïðèìåíèì ÝÏ1: ê k-òîé ñòðîêå ïðèáàâèì 1-þ
ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà λ. Ïîëó÷èòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå

0 . . . 0 a1j . . . a1n
0 . . . 0 a2j . . . a2n
... · · · ...

...
. . .

...
0 . . . 0 amj . . . amn

 


0 . . . 0 a1j . . . a1n
0 . . . 0 0 . . . a′2n
... · · · ...

...
. . .

...
0 . . . 0 0 . . . a′mn


Ïîâòîðèì òå æå äåéñòâèÿ äëÿ ïîäìàòðèöû ðàçìåðà (m − 1) × n, îáðàçîâàííîé ñòðîêàìè
ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû ñ íîìåðàìè 2, 3, ..., m. Â èòîãå ïîëó÷èì ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó.I

4◦. Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Èç òåîðåìû 1.11 ìîæíî, ñ ó÷åòîì
ïðåäëîæåíèÿ 1.5, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.12. Ëþáàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå, ðàñøèðåííàÿ
ìàòðèöà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé.

Ïîëó÷åíèå ýòîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû íàçûâàþò ïðÿìûì õîäîì ìåòîäà Ãàóññà. Îñòàåòñÿ
îïèñàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû, ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé.

Åñëè â ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå åñòü ñòðîêà (0, 0, . . . , b), ãäå b 6= 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
0x1 + 0x2 + . . .+ 0x3 = b íå èìååò ðåøåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Èíà÷å ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé. Îïðåäåëèì ãëàâíûå íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû ïðè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèäåðàìè íåêîòîðûõ ñòðîê, à îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå íàçîâåì ñâîáîäíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.13. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé íàáîð çíà÷åíèé ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ, êîòîðûé âìåñòå ñ çàäàííûì íàáîðîì çíà÷åíèé
îáðàçóåò ðåøåíèå ñèñòåìû.

J Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå íåíóëåâîå óðàâíåíèå ñîâìåñòíîé ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìû. Â íåãî ñ
íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì âõîäèò åäèíñòâåííîå ãëàâíîå íåèçâåñòíîå, è åãî ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå (è ïðàâóþ ÷àñòü). Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â îñòàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ñíîâà óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå îäíó ãëàâíóþ íåèçâåñòíóþ, è ò.ä.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èòñÿ íàáîð âûðàæåíèé ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ÷åðåç ñâîáîäíûå.I

Ïðîöåññ âûðàæåíèÿ ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ÷åðåç ñâîáîäíûå íàçûâàþò îáðàòíûì õîäîì ìå-
òîäà Ãàóññà.

Îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü è äðóãèì ñïîñîáîì.
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Òåîðåìà 1.14. Ëþáóþ ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê
ïåðâîãî è òðåòüåãî òèïîâ (ÝÏ1 è ÝÏ3) ìîæíî ïðèâåñòè ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âè-
äó, â êîòîðîì ëèäåð êàæäîé íåíóëåâîé ñòðîêè ðàâåí 1 è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì
ýëåìåíòîì â ñâîåì ñòîëáöå

J Äåëÿ êàæäóþ íåíóëåâóþ ñòðîêó íà åå âåäóùèé ýëåìåíò, äîáèâàåìñÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî
óñëîâèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðâîãî òèïà, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.11, îáðàùàåì â 0
âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñòîëáöà, ñîäåðæàùåãî âåäóùèé ýëåìåíò; ïðè ýòîì îñòàëüíûå âåäóùèå
ýëåìåíòû íå ìåíÿþòñÿ.I

Äëÿ óëó÷øåííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû âûðàæåíèå ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû ÷åðåç ñâî-
áîäíûå î÷åâèäíî, òàê êàê êàæäîå íåíóëåâîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ãëàâíîå íåèç-
âåñòíîå.

Ñëåäñòâèå 1.15. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå íåèçâåñòíûå îêàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.

Ñëåäñòâèå 1.16. Åñëè ÷èñëî óðàâíåíèé â ñîâìåñòíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåíüøå
÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé.
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Ëåêöèÿ 2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñòðîê (ñòîëáöîâ). Îñíîâíàÿ ëåììà î ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè, áàçà è ðàíã ñèñòåìû ñòðîê (ñòîëáöîâ).

1◦. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñòðîê (ñòîëáöîâ).
Â äàëüíåéøåì ïîä âåêòîðîì ïîíèìàåòñÿ ñòðîêà (èëè ñòîëáåö) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ãî-

âîðÿ î ñèñòåìå âåêòîðîâ, ìû èìååì â âèäó, ÷òî âñå âåêòîðû ýòîé ñèñòåìû èìåþò îäíó è òó
æå äëèíó. Ýëåìåíòû ñòðîêè (ñòîëáöà) íàçûâàþò òàêæå êîîðäèíàòàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî âåê-
òîðà. Âåêòîð, èìåþùèé n êîîðäèíàò, áóäåì íàçûâàòü n-ìåðíûì âåêòîðîì. Ìíîæåñòâî âñåõ
n-ìåðíûõ âåêòîðîâ íàçîâåì n-ìåðíûì àðèôìåòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà-
÷èì Rn. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî îïðåäåëåíû êàê îïåðàöèè
íàä ìàòðèöàìè. Íóëåâûì âåêòîðîì (îáîçíà÷àåòñÿ 0) íàçûâàåòñÿ âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòî-
ðîãî ðàâíû 0.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ñ êîýôôèöèåíòàìè
λ1, λ2, ..., λk íàçûâàåòñÿ âåêòîð

λ1a
1 + λ2a

2 + . . .+ λka
k.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè âñå åå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0; åñëè
æå õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò íå ðàâåí 0, òî òàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðè-
âèàëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùå-
ñòâóþò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó. Åñëè
òàêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íå ñóùåñòâóåò, òî ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìîé. Èíûìè ñëîâàìè, ñèñòåìà a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà, åñëè

λ1a
1 + λ2a

2 + . . .+ λka
k = 0⇒ λ1 = λ2 = . . . = λk = 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îäèí èç âåêòîðîâ � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ.

J Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìà, è λ1a
1 + λ2a

2 + . . . + λka
k = 0 �

íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ. Òîãäà λi 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , k}, îòêóäà

ai = (−λ1
λi

)a1 + . . .+ (−λi−1
λi

)ai−1 + (−λi+1

λi
)ai+1 + . . .+ (−λk

λi
)ak.

Îáðàòíî, åñëè
ai = λ1a

1 + . . .+ λi−1a
i−1 + λi+1a

i+1 + . . .+ λka
k,

òî
λ1a

1 + . . .+ λi−1a
i−1 + (−1)ai + λi+1a

i+1 + . . .+ λka
k = 0,

ïðè÷åì êîýôôèöèåíò −1 6= 0.I

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à ñèñòåìà
a1, a2, . . . , ak, b ëèíåéíî çàâèñèìà, òî âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , ak.

J Çàïèøåì óñëîâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè:

λ1a
1 + . . .+ λka

k + λb = 0,

ãäå õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ λ1, . . . , λk, λ íå ðàâåí 0. Â ñëó÷àå λ = 0 ïîëó÷àåì ïðîòèâî-
ðå÷èå:

λ1a
1 + λ2a

2 + . . .+ λka
k = 0⇒ λ1 = λ2 = . . . = λk = 0 = λ.
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Çíà÷èò, λ 6= 0, è ìîæíî âûðàçèòü âåêòîð b, êàê â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå.I

2◦. Îñíîâíàÿ ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) ñèñòåìà âåêòîðîâ T ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðîâ S, åñëè êàæäûé âåêòîð ñèñòåìû T åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåêîòîðûõ
âåêòîðîâ èç ñèñòåìû S.

Çàìå÷àíèå 2.5. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ T ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðîâ S, à
ñèñòåìà âåêòîðîâ S ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðîâ Q, òî ñèñòåìà âåêòîðîâ T
ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðîâ Q.

Òåîðåìà 2.6 (Îñíîâíàÿ ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè). Ïóñòü a1, a2, . . . , ar è b1, b2, . . . , bs

� äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ, ïðè÷åì âòîðàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðâóþ. Åñëè s > r,
òî ñèñòåìà b1, b2, . . . , bs ëèíåéíî çàâèñèìà.

J Ïî óñëîâèþ, ìîæíî çàïèñàòü

bi = αi1a
1 + . . .+ αira

r, i = 1, . . . , s.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ λ1, . . . , λs çàïèøåì

λ1b
1 + λ2b

2 + . . .+ λsb
s =

λ1(α
1
1a

1 + . . .+ α1
ra
r) + λ2(α

2
1a

1 + . . .+ α2
ra
r) + . . .+ λs(α

s
1a

1 + . . .+ αsra
r) =

(α1
1λ1 + . . .+ αs1λs)a

1 + (α1
2λ1 + . . .+ αs2λs)a

2 + . . .+ (α1
rλ1 + . . .+ αsrλs)a

r (2.1)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

α1
1λ1 + . . .+ αs1λs = 0
α1
2λ1 + . . .+ αs2λs = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α1
rλ1 + . . .+ αsrλs = 0

(2.2)

îòíîñèòåëüíî λ1, . . . , λs. Ñèñòåìà (2.2) ñîâìåñòíà, à ïîñêîëüêó ÷èñëî óðàâíåíèé (r) ìåíüøå ÷èñëà
íåèçâåñòíûõ (s), ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.16 òåîðåìû 1.14, ýòà ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé,
çíà÷èò, èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå âìåñòî λ1, . . . , λs â (2.1), ïîëó÷àåì
çàâèñèìîñòü ñèñòåìû b1, b2, . . . , bs.I
Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé ëåììû î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè: åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ
b1, b2, . . . , bs ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ar,
òî s 6 r.

Ñëåäñòâèå 2.7. Ëþáàÿ ñèñòåìà èç k > n âåêòîðîâ àðèôìåòè÷åñêîãî n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.

J Ëþáîé âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0)
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1) :

(2.3)

x = x1e
1 + x2e

2 + . . .+ xne
n.

I

Çàïîìíèì íà áóäóùåå ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, . . . , en èç (2.3).

3◦. Áàçà è ðàíã ñèñòåìû ñòðîê (ñòîëáöîâ).
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Îïðåäåëåíèå 2.8. Áàçîé (êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé) ñèñòåìû âåêòîðîâ S íàçûâàåòñÿ åå êî-
íå÷íàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà, ÷åðåç êîòîðóþ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ëþáîé âåêòîð
ñèñòåìû S. Ïî îïðåäåëåíèþ, áàçîé ïóñòîé ñèñòåìû, à òàêæå ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî
íóëåâîãî âåêòîðà, ñ÷èòàåòñÿ ïóñòàÿ ïîäñèñòåìà.

Ïðèìåð: ñèñòåìà e1, . . . , en èç (2.3) ÿâëÿåòñÿ áàçîé âñåãî ïðîñòðàíñòâà Rn (ïðîâåðüòå, ãëÿäÿ
íà äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.7). Ýòó áàçó ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé áàçîé â Rn.

Òåîðåìà 2.9 (î äîïîëíåíèè äî áàçû). Ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû âåê-
òîðîâ S â ïðîñòðàíñòâå Rn ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî áàçû ñèñòåìû S.

J Ïóñòü S � ñèñòåìà âåêòîðîâ â Rn, S0 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà. Âûáåðåì
ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó S1, â S, ñîäåðæàùóþ S0 è ñîñòîÿùóþ èç ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîãî ÷èñëà âåêòîðîâ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.7). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ
2.4, ëþáîé âåêòîð èç S ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû èç S1. Çíà÷èò, S1 � áàçà ñèñòåìû S.I

Ñëåäñòâèå 2.10. Ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Rn îáëàäàåò áàçîé èç íå áîëåå ÷åì
n âåêòîðîâ.

J Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.9 ê ïóñòîé ïîäñèñòåìå çàäàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.I

Òåîðåìà 2.11. Ëþáûå äâå áàçû îäíîé è òîé æå ñèñòåìû âåêòîðîâ ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ.

J Ïóñòü áàçà S0 ñèñòåìû S ñîäåðæèò r âåêòîðîâ, à áàçà S1 � s âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà
S1 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó S0 è S1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, ââèäó îñíîâíîé
ëåììû î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (òåîðåìà 2.6) èìååì s 6 r. Íî ñèììåòðè÷íî r 6 s, ñòàëî áûòü,
r = s.I

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ðàíãîì ñèñòåìû âåêòîðîâ S íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé
áàçû ñèñòåìû S. Ýòî ÷èñëî áóäåì îáîçíà÷àòü rk(S).

Òåîðåìà 2.13. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ T ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó S, òî rk(T ) 6
rk(S).

J Ïóñòü S0 � áàçà ñèñòåìû S, ñîäåðæàùàÿ s = rk(S) âåêòîðîâ, T0 � áàçà ñècòåìû T ,
ñîäåðæàùàÿ t = rk(T ) âåêòîðîâ. Òîãäà ñèñòåìà S ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç S0, çíà÷èò, âñå
âåêòîðû èç T ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç S0. Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà T0 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç S0, è ïî îñíîâíîé ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (òåîðåìà 2.6), t 6 s.I

Òåîðåìà 2.14. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ S èìååò ðàíã r, òî ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñè-
ñòåìà èç r âåêòîðîâ ñèñòåìû S � áàçà ñèñòåìû S.

J Ïóñòü S0 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû S, ñîäåðæàùàÿ r = rk(S) âåêòîðîâ.
Ïî òåîðåìå 2.9 ïîäñèñòåìó S0 ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçû èç r âåêòîðîâ. Íî â S0 óæå åñòü r
âåêòîðîâ, çíà÷èò, äîáàâëåíèå íîâûõ âåêòîðîâ íåâîçìîæíî, è S0 � áàçà ñèñòåìû S.I
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Ëåêöèÿ 3. Ðàíã ìàòðèöû. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè è îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ ðàíãîâ ìàòðèö. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

1◦. Îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû.

Òåîðåìà 3.1 (î ðàíãå ñèñòåìû ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû). Ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ è ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåíóëåâûõ ñòðîê
ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Ñíà÷àëà äîêàæåì äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 3.2. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöû ðàíã ñèñòåìû åå ñòðîê íå
ìåíÿåòñÿ.

J Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îáîçíà-
÷èì ðàíãè ñèñòåì ñòðîê ìàòðèö A è A′ ÷åðåç r è r′, ñîîòâåòñòâåííî. Ñèñòåìà ñòðîê ìàòðèöû
A′ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó ñòðîê ìàòðèöû A: â ìàòðèöå A′ ìîæåò áûòü òîëüêî
îäíà �íîâàÿ� ñòðîêà, à îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ ñòðîê (äëÿ ÝÏ1) èëè îäíîé
ñòðîêè (äëÿ ÝÏ3) ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó òåîðåìû 2.13, r′ 6 r. Ââèäó îáðàòèìîñòè
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.5) èìååì òàêæå r 6 r′, ò.å.
r′ = r.I

Ëåììà 3.3. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöû ðàíã ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ íå
ìåíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, åñëè íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ áàçîé ñèñòåìû ñòîëáöîâ èñõîä-
íîé ìàòðèöû, òî òà æå ñèñòåìà ñòîëáöîâ � áàçà ñèñòåìû ñòîëáöîâ ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû.

J Ïóñòü j1, . . . , jr � íîìåðà ñòîëáöîâ, îáðàçóþùèõ áàçó ñèñòåìû ñòîëáöîâ ìàòðèöû A = aij
ðàçìåðà m× n. Ýòî îçíà÷àåò (ñì. îïðåäåëåíèå áàçû), ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

a1j1λ1 + . . .+ a1jrλr = 0
a2j1λ1 + . . .+ a2jrλr = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
amj1λ1 + . . .+ amjrλr = 0

èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå (ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü) è ÷òî äëÿ ëþáîãî j = 1, 2, . . . , n ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé

a1j1λ1 + . . .+ a1jrλr = a1j
a2j1λ1 + . . .+ a2jrλr = a2j
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
amj1λ1 + . . .+ amjrλr = amj

ñîâìåñòíà (âûðàæåíèå ñòîëáöîâ ÷åðåç ñòîëáöû áàçû). Íî ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì
ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.5, ýòè óñëîâèÿ ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ òåõ æå
ñòîëáöîâ ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû.I

J Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Ïðèâåäåì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ðàçìåðà m × n
ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ñîãëàñíî äîêàçàííûì ëåììàì, ðàíãè ñèñòåì ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû A ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ, ò.å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ìàòðèöà A èìå-
åò ñòóïåí÷àòûé âèä. Ïóñòü â íåé r íåíóëåâûõ ñòðîê è j1, . . . , jr � íîìåðà ñòîëá-
öîâ, ñîäåðæàùèõ âåäóùèå ýëåìåíòû ýòèõ ñòðîê. Ïîêàæåì, ÷òî íåíóëåâûå ñòðîêè ñòóïåí-
÷àòîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
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j1 j2 . . . jr
λ1( 0 . . . 0 a1j1 ∗ . . . ∗ a1j2 ∗ . . . ∗ a1jr ∗ . . . ∗)+
λ2( 0 . . . 0 0 0 . . . 0 a2j2 ∗ . . . ∗ a2jr ∗ . . . ∗)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+λr( 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 arjr ∗ . . . ∗) =

( 0 . . . 0 λ1a1j1 ∗ . . . ∗ λ1a1j2 + λ2a2j2 ∗ . . . ∗ λ1a1jr + . . .+ λrarjr ∗ . . . ∗).

Åñëè ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà � íóëåâàÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

arjrλr + . . .+ a1jrλ1 = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ1a1j2 + λ2a2j2 = 0
a1j1λ1 = 0

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ λr, . . . , λ1, êîòîðàÿ, ïî ñëåäñòâèþ 1.15, îïðåäåëåíà, ò.å. èìååò òîëüêî
íóëåâîå ðåøåíèå. Âòîðîå óñëîâèå èç îïðåäåëåíèÿ áàçû î÷åâèäíî: âñå ñòðîêè, êðîìå ïåðâûõ
r, íóëåâûå, è, çíà÷èò, ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâûå r ñòðîê. Èòàê, ðàíã ñèñòåìû ñòðîê
ìàòðèöû A ðàâåí r.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè j1, . . . , jr:

λ1



a1j1
0
...
0
�
0
...
0


+ λ2



a1j2
a2j2
...
0
�
0
...
0


+ · · ·+ λr



a1jr
a2jr
...
arjr
�
0
...
0


=



λ1a1j1 + λ2a2j2 + . . .+ λra1jr
λ2a2j2 + . . .+ λra2jr

...
λrarjr
�
0
...
0


.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë b1, . . . , br ñèñòåìà óðàâíåíèé

λ1a1j1 + λ2a2j2 + . . .+ λra1jr = b1
λ2a2j2 + . . .+ λra2jr = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λrarjr = br

� �
0 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 = 0

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè b1 = b2 = . . . = 0 ïîëó÷àåì λ1 = . . . = λr = 0,
ò.å. äàííàÿ ñèñòåìà ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à åñëè â êà÷åñòâå b1, . . . , br âçÿòü ïåðâûå r
ýëåìåíòîâ ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A, òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå ýòîãî ñòîëáöà ÷åðåç ñòîëáöû ñ
íîìåðàìè j1, . . . , jr. I

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî äàåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçû ëþáîé ñèñòåìû
ñòîëáöîâ: äîñòàòî÷íî ñîñòàâèòü èç íèõ ìàòðèöó, ïðèâåñòè åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ýëåìåíòàð-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è âûáðàòü ñòîëáöû, êîòîðûå ñîäåðæàò âåäóùèå ýëåìåíòû ñòðîê
ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû. À äëÿ ñèñòåìû ñòðîê ìîæíî ïîñòóïèòü òàê: çàïèñàòü èõ
ýëåìåíòû â ìàòðèöó ïî ñòîëáöàì è ïðèìåíèòü òî æå äåéñòâèå.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ðàíãîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðàíã ñèñòåìû åå ñòðîê (èëè, ðàâíîñèëüíî,
ðàíã ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ. Ðàíã ìàòðèöû A îáîçíà÷èì rk(A).
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2◦. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè è îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 3.5. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíãè ìàò-
ðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâíû.

J Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.1) ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A è ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé
A. Ïóñòü ñèñòåìà ñîâìåñòíà, è x0 = (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) � íåêîòîðîå åå ðåøåíèå. Â âåêòîðíîé çàïèñè

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x01


a11
a21
...
am1

+ x02


a12
a22
...
am2

+ · · ·+ x0n


a1n
a2n
...

amn

 =


b1
b2
...
bm

 . (3.1)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû A, ïîýòîìó rk(A) > rk(A). Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, çíà÷èò rk(A) = rk(A).

Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî rk(A) = rk(A) = r. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ
ïîäñèñòåìó èç r ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, è ïî òåîðåìå 2.14 ýòà ïîäñèñòåìà � áàçà ñèñòåìû
ñòîëáöîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû A. Íî òîãäà ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñòîëáöîâ ýòîé ïîäñèñòåìû è òåì áîëåå � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ÷òî, êàê
ìû âèäåëè â çàïèñè (3.1), ðàâíîñèëüíî ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé.I

Òåîðåìà 3.6. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ðàíã åå ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.

J Óñëîâèå îïðåäåëåííîñòè ñîâìåñòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âñå íåèçâåñò-
íûå � ãëàâíûå. ×èñëî ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ðàâíî ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê ïîñëå ïðèâåäåíèÿ
ìàòðèöû ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû ñèñòåìû.I

3◦. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûé óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü
êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ðàâíà 0.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

. (3.2)

Î÷åâèäíî: îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíà (ðåøåíèå: x1 = x2 = . . . = xn = 0).
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåê-

òîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî (ïîçæå ìû ïðîâåðèì ýòî ñðåäñòâàìè ìàòðè÷íîé àëãåáðû).
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.2) ñíîâà ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì òîé æå ñèñòåìû.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé � ïîäïðîñòðàí-
ñòâî àðèôìåòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ áàçà ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 3.9. ×èñëî ðåøåíèé â ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ðåøåíèé îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû èç m óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî n− r, ãäå r � ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû.
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J Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.2). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïðåäïî-
ëîæèì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè, ÷òî ïåðâûå r íåèçâåñòíûõ ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè. Òîãäà c ïîìîùüþ
îáðàòíîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà èõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå:

x1 = α11xr+1 + . . .+ α1,n−rxn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr = αr1xr+1 + . . .+ αr,n−rxn

. (3.3)

Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü n− r ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2) âèäà

x1 = (∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
r

, 1, 0, . . . , 0),

x2 = (∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
r

, 0, 1, . . . , 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−r = (∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸

r

, 0, 0, . . . , 1),

ãäå ïåðâûå r êîîðäèíàò îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3). Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå ðåøåíèÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1). Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
x0 = (x01, . . . , x

0
n) ñèñòåìû (3.2) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé óêàçàííûõ. Äåéñòâèòåëüíî,

âåêòîð x0 − (x0r+1x
1 + . . .+ x0nx

n−r) óäîâëåòâîðÿåò (3.3), è åãî ïîñëåäíèå n− r êîîðäèíàò ðàâíû
0. Çíà÷èò, è ïåðâûå r êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà ðàâíû 0, ò.å.

x0 = x0r+1x
1 + . . .+ x0nx

n−r,

÷òî è óòâåðæäàëîñü.I

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.9 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:
Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2) èìååò âèä

x = C1x
1 + . . .+ Cn−rx

n−r,

ãäå x1, . . . , xn−r � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,
à C1, . . . , Cr � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
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Ëåêöèÿ 4. Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, çíàê ïîäñòàíîâêè (÷åòíîñòü),
çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà, ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé è
íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

1◦. Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê. Íàïîìíèì (ñì. êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà), ÷òî îòîáðàæåíèå
f : X → Y ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì
ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y , ò.å.

x1, x2 ∈ X & x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Ñîîòâåòñòâåííî, îòîáðàæåíèå f : X → Y ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâ-
íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ Y ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí åãî ïðîîáðàç â X, ò.å. òàêîé
ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî y = f(x):

∀ y ∈ Y ∃ x ∈ X : f(x) = y.

Ãðàôè÷åñêè ýòè ñèòóàöèè ìîæíî èçîáðàçèòü òàê:

Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì, åñëè îíî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî îäíîâðåìåííî.
Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ÷àñòî òàêæå íàçûâàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé (ïîäñòàíîâîê) ìíîæåñòâà X â ñåáÿ. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòà ãðóïïà
÷åðåç SX . Ïîä ïðîèçâåäåíèåì ïîäñòàíîâîê ïîíèìàåòñÿ èõ êîìïîçèöèÿ êàê îòîáðàæåíèé:

∀σ, τ ∈ SX : ∀x ∈ X, (στ)(x) = σ(τ(x)).

Åñëè X ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, òî èõ ìîæíî çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè îò 1 äî n, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî
X = {1, 2, . . . , n}. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷àåòñÿ Sn è íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè-
÷åñêîé ãðóïïîé ñòåïåíè n.
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Çàìåòèì, ÷òî ëþáóþ ïîäñòàíîâêó èç Sn ìîæíî çàäàòü òàáëèöåé âèäà

σ =

(
i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)
, (4.1)

ãäå jk = σ(ik), k = 1, . . . , n. Äâå òàêèå òàáëèöû îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïîäñòàíîâêó, åñëè è
òîëüêî åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñòîëáöîâ. Åñëè âåðõíÿÿ ñòðîêà â (4.1) èìååò âèä
(1 2 . . . n), òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ñòàíäàðòíàÿ òàáëèöà, çàäàþùàÿ äàííóþ ïîäñòàíîâêó.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. ×èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû Sn ðàâíî n! = 1 · 2 · . . . · n.

J Âîçìîæíîå ÷èñëî îáðàçîâ ýëåìåíòà 1 ðàâíî n. Åñëè îáðàç 1 âûáðàí, òî äëÿ îáðàçà 2 îñòàåòñÿ
n− 1 âîçìîæíîñòü è ò.ä.I

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê:
1) ïðîèçâåäåíèå ïîäñòàíîâîê àññîöèàòèâíî, ò.å.

∀σ, τ, ρ ∈ Sn : (στ)ρ = σ(τρ);

2) äëÿ òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè ε =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
è äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî εσ = σε = σ;
3) Äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà σ−1, äëÿ êîòîðîé

σσ−1 = σ−1σ = ε.

Îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà ê ïîäñòàíîâêå, çàäàííîé (4.1), îïðåäåëÿåòñÿ �ïåðåâåðíóòîé� òàáëèöåé(
j1 j2 . . . jn
i1 i2 . . . in

)
.

Âûïîëíåíèå ýòèõ òðåõ óñëîâèé ïîêàçûâàåò, ÷òî Sn ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé
îïåðàöèè (ïîíÿòèå ãðóïïû ìû îïðåäåëèì ïîçæå).

2◦. ×åòíûå è íå÷åòíûå ïîäñòàíîâêè.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ðàññìîòðèì ñòðîêó (i1, i2, ..., in), â êîòîðîé êàæäîå ÷èñëî îò 1 äî n âñòðå-
÷àåòñÿ îäèí ðàç (òàêóþ ñòðîêó åñòåñòâåííî íàçâàòü ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}).
Îïðåäåëèì èíâåðñèþ â òàêîé ñòðîêå êàê ïàðó èíäåêñîâ k < l, äëÿ êîòîðûõ ik > il.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. ×åòíîñòü îáùåãî ÷èñëà èíâåðñèé â âåðõíåé è íèæíåé ñòðîêàõ òàáëèöû
(4.1) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêå å¼ ñòîëáöîâ.

J Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ ñòîëáöîâ ìîæíî ëþáóþ
òàáëèöó âèäà (4.1) ñ çàäàííûì íàáîðîì ñòîëáöîâ ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ òàáëèöó ñ òåì æå

íàáîðîì ñòîëáöîâ. Íî ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîñåäíèõ ñòîëáöîâ

(
ik
jk

)
è

(
ik+1

jk+1

)
âîçìîæíû 4 ñëó÷àÿ:

1) ik < ik+1, jk < jk+1 � òîãäà ïðè ïåðåñòàíîâêå îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2;
2) ik < ik+1, jk > jk+1 � òîãäà ïðè ïåðåñòàíîâêå îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé íå ìåíÿåòñÿ ;
3) ik > ik+1, jk < jk+1 � òîãäà ïðè ïåðåñòàíîâêå îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé íå ìåíÿåòñÿ ;
4) ik > ik+1, jk > jk+1 � òîãäà ïðè ïåðåñòàíîâêå îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé óìåíüøàåòñÿ íà 2.
Â ëþáîì ñëó÷àå ÷åòíîñòü îáùåãî ÷èñëà èíâåðñèé íå ìåíÿåòñÿ.I

Çíà÷èò, ìîæíî äàòü òàêîå

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïîäñòàíîâêà σ, çàäàííàÿ òàáëèöåé (4.1), íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè îáùåå
÷èñëî èíâåðñèé â âåðõíåé è íèæíåé ñòðîêàõ òàáëèöû � ÷åòíîå ÷èñëî, è íå÷åòíîé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.
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Åñëè ïîäñòàíîâêà çàäàíà ñòàíäàðòíîé òàáëèöåé, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åòíîñòè äîñòàòî÷íî
íàéòè ÷èñëî èíâåðñèé â íèæíåé ñòðîêå � âåäü â ýòîì ñëó÷àå â âåðõíåé ñòðîêå èíâåðñèé íåò.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Çíàêîì ïîäñòàíîâêè σ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

sgn(σ) =

{
1, åñëè σ� ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà,
−1, åñëè σ� íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà.

(4.2)

Âñòðå÷àåòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèå çíàêà ïîäñòàíîâêè sgn(σ) = (−1)σ.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Òðàíñïîçèöèåé ÷èñåë i è j (i 6= j) íàçâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà (îáîçíà÷àåòñÿ
(i, j)), ïåðåñòàâëÿþùàÿ ýòè ÷èñëà è îñòàâëÿþùàÿ îñòàëüíûå ÷èñëà íà ìåñòå, èíà÷å ãîâîðÿ,

(i, j)(k) =


j, åñëè k = i,
i, åñëè k = j,
k, åñëè k 6= i, k 6= j.

Òåîðåìà 4.8. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà � ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé (òîæäå-
ñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó ñ÷èòàåì ïðîèçâåäåíèåì ïóñòîãî ìíîæåñòâà òðàíñïîçèöèé).

J Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ òàáëèöó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ïîäñòàíîâêó σ ∈ Sn:

σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
.

Âûáåðåì ïåðâîå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî l = ik 6= k (åñëè òàêîãî ÷èñëà íåò, òî σ = ε). Çàìåòèì,
÷òî ïðè ýòîì l > k, èíà÷å ïîëó÷èëè áû ïðîòèâîðå÷èå: σ(l) = l = σ(k). Ïîëîæèì σ1 = (k, l)σ.
Òîãäà óæå σ1(k) = (k, l)(σ(k)) = (k, l)(l) = k, ïðè÷åì σ = (k, l)σ1, òàê êàê (k, l)2 = ε. Ïðèìåíÿÿ
òî æå ðàññóæäåíèå ê σ1, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ïîäñòàíîâêó σ2 è ò.ä., ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ÷èñåë,
íà÷èíàÿ ñ 1, ïåðåâîäèìûõ â ñåáÿ, áóäåò ðàñòè, ïîêà íå îñòàíåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà.I

Òåîðåìà 4.9. Ïðè óìíîæåíèè ïîäñòàíîâêè (ñëåâà èëè ñïðàâà) íà òðàíñïîçèöèþ ÷åòíîñòü ïîä-
ñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

J Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óìíîæåíèå íà òðàíñïîçèöèþ ñëåâà. Ïóñòü

σ =

(
i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)
.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàíñïîçèöèÿ τ = (jk, jk+1) ïåðåñòàâëÿåò ñîñåäíèå ÷èñëà èç âòîðîé
ñòðîêè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

τσ =

(
. . . ik ik+1 . . .
. . . jk+1 jk . . .

)
.

Ïîýòîìó ÷èñëî èíâåðñèé â òàáëèöå τσ íà 1 áîëüøå (ïðè jk < jk+1) èëè íà 1 ìåíüøå, ÷åì â
òàáëèöå ïîäñòàíîâêè σ, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå sgn(τσ) = − sgn(σ). Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé:
òðàíñïîçèöèÿ τ ïåðåñòàâëÿåò ÷èñëà jk è jl. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè l > k. Òîãäà ìîæíî
çàìåíèòü óìíîæåíèå íà τ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ: íàïðèìåð,
ñíà÷àëà ïåðåäâèíóòü jl íà ìåñòî jk+1 (l − k − 1 òðàíñïîçèöèÿ), çàòåì ïîìåíÿòü ìåñòàìè jk è
jk+1, è, íàêîíåö, âåðíóòü jl îáðàòíî (åùå l−k− 1 òðàíñïîçèöèÿ). Âñåãî ïîëó÷èëîñü (l−k− 1) +
1 + (l − k − 1) òðàíñïîçèöèé, ò.å. íå÷åòíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, äëÿ óìíîæåíèÿ ñëåâà òåîðåìà âåðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ óìíîæåíèÿ ñïðàâà àíàëîãè÷íî, íî èñïîëüçóåò ïåðâóþ ñòðîêó òàáëèöû,
çàäàþùåé ïîäñòàíîâêó.I
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Ñëåäñòâèå 4.10. Ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî (íå÷åòíîãî) ÷èñëà òðàíñïîçèöèé � ÷åòíàÿ (íå÷åòíàÿ)
ïîäñòàíîâêà.

J Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.9 è òîãî, ÷òî ε � ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà:

sgn(τ1τ2 . . . τr) = sgn(τ1τ2 . . . τrε) = (−1)r sgn(ε) = (−1)r.

I

Ñëåäñòâèå 4.11. Äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê σ, ρ ∈ Sn,

sgn(σρ) = sgn(σ) sgn(ρ).

J Ðàçëîæèì, ñîãëàñíî 4.8, îáå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé:

σ = τ1τ2 . . . τk

è
ρ = τk+1τk+2 . . . τk+l.

Òîãäà
sgn(σρ) = (−1)k+l = (−1)k(−1)l = sgn(σ) sgn(ρ).

I

Çàìå÷àíèå. Èç 4.11 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê â Sn îáðàçóåò ãðóïïó
îòíîñèòåëüíî óñìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê.

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n îáîçíà÷àåòñÿ An è íàçû-
âàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé ñòåïåíè n.

Ïðåäëîæåíèå 4.13. Êîëè÷åñòâî ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê â Sn ïðè n > 2 ðàâíî ÷èñëó íå÷åòíûõ
ïîäñòàíîâîê è ðàâíî n!/2.

J Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn, òàêîå, ÷òî f(σ) = (1, 2)σ. Îíî áèåêòèâíî è ïåðåâîäèò
÷åòíûå ïîäñòàíîâêè â íå÷åòíûå è íàîáîðîò, íå÷åòíûå � â ÷åòíûå, ïî òåîðåìå 4.9. Çíà÷èò, êîëè-
÷åñòâî òåõ è äðóãèõ îäèíàêîâî. Îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî âñåãî ïîäñòàíîâîê äàííîé ñòåïåíè n!.I

3◦. Ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâîê â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.1

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ïóñòü i1, . . . , ik � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Öèê-
ëîì äëèíû k íà ýëåìåíòàõ i1, . . . , ik íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà ñòåïåíè n, ïåðåâîäÿùàÿ i1 â i2, i2
â i3,..., ik−1 â ik, ik â i1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû � â ñàìèõ ñåáÿ. Òàêîé öèêë îáîçíà÷àåòñÿ òàê:
(i1, . . . , ik).

Ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, öèêëû äëèíû 2 � òî æå ñàìîå, ÷òî òðàíñïîçèöèè. ×àñòî ïî ôîð-
ìàëüíûì ñîîáðàæåíèåì óäîáíî ñ÷èòàòü ëþáîé öèêë äëèíû 1 òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Íîñèòåëåì ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

supp(σ) = {i ∈ {1, . . . , n} : σ(i) 6= i}.

Äâå ïîäñòàíîâêè íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ïåðåñå÷åíèå èõ íîñèòåëåé ïóñòî.

1Ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ýòó òåìó íà ñåìèíàðàõ.
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Ïðåäëîæåíèå 4.16. Åñëè ïîäñòàíîâêè σ, ρ ∈ Sn íåçàâèñèìû, òî σρ = ρσ.

J Ïóñòü i ∈ {1, . . . , n} è i ∈ suppσ. Òîãäà σ(i) ∈ supp(σ), èíà÷å σ(σ(i)) = σ(i), îòêóäà, â ñèëó
áèåêòèâíîñòè σ, ïîëó÷àåì σ(i) = i, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, i 6∈ supp(ρ) è σ(i) 6∈ supp(ρ),
ïîýòîìó èìååì

σρ(i) = σ(i), ρσ(i) = σ(i).

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà i ∈ supp(ρ). Íàêîíåö, åñëè i 6∈ supp(σ) ∪ supp(ρ), òî

σρ(i) = σ(i) = i = ρ(i) = ρσ(i).

I

Ïðåäëîæåíèå 4.17. Åñëè τ � öèêë äëèíû k, òî sgn(τ) = (−1)k−1.

J Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(i1, i2, . . . , ik) = (i1, i2)(i2, i3) . . . (ik−1, ik),

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ñîäåðæèò k − 1 òðàíñïîçèöèé.I

Òåîðåìà 4.18. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå íåçûâèñèìûõ öèê-
ëîâ, ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

J Ïóñòü σ ∈ Sn. Âûáåðåì êàêîé-òî ýëåìåíò i ∈ {1, . . . , n} è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
i, σ(i), σ2(i), . . .. Ïîñêîëüêó âñå åå ýëåìåíòû ëåæàò â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, íàéäóòñÿ ñòåïåíè k
è l > k òàêèå, ÷òî σk(i) = σl(i). Íî èç áèåêòèâíîñòè σ ïîëó÷èì, ÷òî i = σr(i), ãäå r = l − k > 0.
Âûáèðàÿ íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå r ñ òàêèì ñâîéñòâîì, ïîëó÷èì, ÷òî (i, σ(i), . . . , σr−1(i)) �
öèêë, äåéñòâèå êîòîðîãî íà åãî íîñèòåëå ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì σ. Äàëåå âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò, íå ëåæàùèé â íîñèòåëå äàííîãî öèêëà, è ïîñòðîèì íîâûé öèêë. Áóäåì ïîâòîðÿòü
ýòè äåéñòâèÿ, ïîêà íå èñ÷åðïàåì ìíîæåñòâî {1, . . . , n}. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî äâà ÷èñëà i, j ïðèíàäëåæàò íîñèòåëþ îäíîãî è òîãî æå öèêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ïîêàçàòåëü k, äëÿ êîòîðîãî j = σk(i).I
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Ëåêöèÿ 5. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû, åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü,
êîñîñèììåòðè÷íîñòü, îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû). Èçìåíåíèå îïðå-
äåëèòåëÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû. Îïðåäå-
ëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Êðèòåðèé ðàâåíñòâà îïðåäåëèòåëÿ íóëþ.

1◦. Îáùåå ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé
ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà, ïðè÷åì êàæäîå òàêîå ïðîèçâåäåíèå óìíîæàåòñÿ íà çíàê ïîäñòà-
íîâêè, êîòîðàÿ íîìåðó êàæäîé ñòðîêè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íîìåð ñòîëáöà ýëåìåíòà èç ýòîé
ñòðîêè, âõîäÿùåãî â äàííîå ïðîèçâåäåíèå.

Òî æå ñàìîå ìîæíî îïèñàòü ôîðìóëîé∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n). (5.1)

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ |A| èëè det(A). ×òîáû
ðàçîáðàòüñÿ â ôîðìóëå (5.1), ïîñìîòðèì, êàê îíà âûãëÿäèò â ñëó÷àå n = 2 è n = 3.

Ïðè n = 2 â S2 âñåãî äâå ïîäñòàíîâêè:

(
1 2
1 2

)
è

(
1 2
2 1

)
.

Ïåðâàÿ � ÷åòíàÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâåäåíèå a11a22 âõîäèò â ñóììó ñî çíàêîì �+�.
Âòîðàÿ � íå÷åòíàÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâåäåíèå a12a21 âõîäèò â ñóììó ñî çíàêîì ���.
Ïîëó÷àåì ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, ïðèâåäåííûì ðàíåå.
Ïðè n = 3 èìååì óæå 6 ïîäñòàíîâîê è, ñîîòâåòñòâåííî, 6 ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 :

Ïîäñòàíîâêà Çíàê Ïðîèçâåäåíèå(
1 2 3
1 2 3

)
+ a11a22a33(

1 2 3
1 3 2

)
− a11a23a32(

1 2 3
2 1 3

)
− a12a21a33(

1 2 3
3 1 2

)
+ a13a21a32(

1 2 3
2 3 1

)
+ a12a23a31(

1 2 3
3 2 1

)
− a13a22a31
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Òàêèì îáðàçîì,∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31. (5.2)

Ðàçóìååòñÿ, çàïîìèíàòü ôîðìóëó (5.2) íå îáÿçàòåëüíî. Ëó÷øå çàïîìíèòü ñëåäóþùèå ðèñóíêè,
âûðàæàþùèå ïðàâèëî òðåóãîëüíèêîâ:

• • • • • •

• • • • • •

• • • • • •

+ −

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ (5.1) ëåãêî âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïðîèçâîëüíîé òðåóãîëüíîé
ìàòðèöû:

Îïðåäåëåíèå 5.2. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé,
åñëè âñå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè a11...ann, ðàâíû íóëþ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

A =


a11 a12 . . . a1,n−1 ann
0 a22 . . . a2,n−1 a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 ann

.
Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü âåðõíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó óñëîâèåì aij = 0 ïðè i > j.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åå äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ.

J Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå ïðîèçâåäåíèå â ñóììå (5.1) � ýòî ïðîèçâåäåíèå
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîñêîëüêó èç ïåðâîãî ñòîëáöà â òàêîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò âõîäèòü
òîëüêî a11, èç âòîðîãî � a22, òàê êàê a12 âìåñòå ñ a11 â ïðîèçâåäåíèå âõîäèòü íå ìîæåò è ò.ä. À
ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé. Çíà÷èò, îíî âõîäèò â îïðåäåëèòåëü ñî çíàêîì �+�.I

2◦. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Ïðè îïèñàíèè îñíîâíûõ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ ìû
áóäåì ÷àñòî îáîçíà÷àòü ñòðîêè êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà n ñèìâîëàìè a1, . . . , an,
ñ÷èòàÿ ai =

(
ai1 ai2 . . . ain

)
. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ áóäåì çàïèñûâàòü ìàòðèöó A êàê

A =


a1

a2

...
an

.
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Îïðåäåëåíèå 5.4. Ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) îò n âåêòîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè â R íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ïî i-ìó àðãóìåíòó, åñëè

f(x1, . . . , xi−1, yi + zi, xi+1, . . . , xn) =
f(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn) + f(x1, . . . , xi−1, zi, xi+1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xi−1, λxi, xi+1, . . . , xn) = λf(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn).
(5.3)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîé, åñëè îíà ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.
Ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè

f(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = f(x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn)

äëÿ ëþáûõ i, j = 1, . . . , n.
Ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé, åñëè

f(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = −f(x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn) (5.4)

äëÿ ëþáûõ i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

Òåîðåìà 5.5. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû � ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ åå ñòðîê.

J Äîïóñòèì, ÷òî i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A = (aij) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåêîòîðûõ äâóõ ñòðîê (ñ
ìàòðèöåé A íèêàê íå ñâÿçàííûõ!): ai = bi + ci, ò. å. aij = bij + cij, j = 1, . . . , n. Òîãäà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.1)
=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · aiσ(i) · · · anσ(n) =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · (biσ(i) + ciσ(i)) · · · anσ(n) =∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · biσ(i) · · · anσ(n) +
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · ciσ(i) · · · anσ(n) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
bi1 . . . bin
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
ci1 . . . cin
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ai = λbi, ò. å. aij = λbij, j = 1, . . . , n, òî∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.1)
=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · aiσ(i) · · · anσ(n) =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · (λbiσ(i)) · · · anσ(n) =

λ
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · biσ(i) · · · anσ(n) = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
bi1 . . . bin
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ëèíåéíîñòü îïðåäåëèòåëÿ. Ðàññìîòðèì, äàëåå, îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
aj1 . . . ajn
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · ajσ(i) · · · aiσ(j) · · · anσ(n) =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1στ(1) · · · aiστ(i) · · · ajστ(j) · · · anστ(n), (5.5)

ãäå τ = (i, j) � òðàíñïîçèöèÿ èíäåêñîâ i è j. Ïîëîæèì σ′ = στ . Òîãäà σ′ òîæå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâîëüíîé ïîäñòàíîâêîé â Sn, ïðè÷åì èç òåîðåìû 4.9 ñëåäóåò, ÷òî sgn(σ) = − sgn(σ′). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðàâóþ ÷àñòü (5.5) ìîæíî çàïèñàòü òàê:∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1στ(1) · · · aiστ(i) · · · ajστ(j) · · · anστ(n) =

−
∑
σ′∈Sn

sgn(σ′)a1σ′(1) · · · aiσ′(i) · · · ajσ′(j) · · · anσ′(n) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ajn
. . . . . . . . . . . . .
aj1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

÷òî è îçíà÷àåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ.I

Ñëåäñòâèå 5.6. Îïðåäåëèòåëü, ó êîòîðîãî îäíà ñòðîêà íóëåâàÿ èëè äâå ñòðîêè ñîâïàäàþò,
ðàâåí íóëþ.

J Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ:∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . .
0 . . . 0
. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . . . . . . .
0 · 0 . . . 0 · 0
. . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣ = 0 ·

∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . .
0 . . . 0
. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè: åñëè

A =



a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann


,

òî |A| = −|A| (òàê êàê ïåðåñòàíîâêà ñòðîê íå ìåíÿåò ìàòðèöû), îòêóäà |A| = 0. I

3◦. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû.
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Îïðåäåëåíèå 5.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà m × n îïðåäåëèì òðàíñïî-
íèðîâàííóþ ìàòðèöó AT = (a′i,j) ðàçìåðà n ×m, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì
a′ij = aji, ãäå i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Èíûìè ñëîâàìè, ñòðîêè ìàòðèöû A îáðàçóþò ñòîëáöû
ìàòðèöû AT , è íàîáîðîò. Åùå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà AT ïîëó÷àåòñÿ çåðêàëüíûì îòðàæå-
íèåì ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî (AT )T = A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A è (αA + βB)T = αAT + βBT äëÿ
ëþáûõ ìàòðèö A è B îäèíàêîâîãî ðàçìåðà è ëþáûõ ÷èñåë α, β.

Òåîðåìà 5.8. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |AT | = |A|.

J Ïóñòü A = (aij), A
T = (a′i,j). Òîãäà

|AT | =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a′1σ(1)a
′
2σ(2) · · · a′nσ(n) =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n =∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n) = |A|,

ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî sgn(σ) = sgn(σ−1).I

Èç òåîðåìû 5.8 ñëåäóåò òàêîé îáùèé âûâîä: ëþáûå óòâåðæäåíèÿ îá îïðåäåëèòåëÿõ îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè, åñëè çàìåíèòü ñòðîêè íà ñòîëáöû. Íàïðèìåð, îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ïîëèëè-
íåéíîé êîñîñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

4◦. Èçìåíåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê
(ñòîëáöîâ).

Òåîðåìà 5.9. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ òèïà 1 ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû îïðå-
äåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ òèïà 2 ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû
îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà (-1). Ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè òðåòüåãî òèïà (óìíîæåíèå
ñòðîêè èëè ñòîëáöà íà λ 6= 0) îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî λ.

J Âòîðîå óòâåðæäåíèå � ïðÿìîå ñëåäñòâèå êîñîñèììåòðè÷íîñòè îïðåäåëèòåëÿ êàê ôóíêöèè
ñòðîê (ñòîëáöîâ), à òðåòüå � ëèíåéíîñòè ýòîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ÝÏ1:

A =



a11 . . . ann
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
aj1 . . . ajn
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann


 A′ =



a11 . . . ann
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 + λaj1 . . . ain + λajn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj1 . . . ajn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . ann


.

Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè,

|A′| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . ann
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
aj1 . . . ajn
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . ann
. . . . . . . . . . . . .
aj1 . . . ajn
. . . . . . . . . . . . .
aj1 . . . ajn
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ïðè÷åì âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî 0 â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.6. I
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5◦. Êðèòåðèé ðàâåíñòâà îïðåäåëèòåëÿ íóëþ.

Òåîðåìà 5.10. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâåí 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå
ñòðîêè (ñòîëáöû) ëèíåéíî çàâèñèìû.

J Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñòðîê (ñòîëáöîâ) êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n ðàâíîñèëüíà
íåðàâåíñòâó rk(A) < n. Ïðèâîäÿ ìàòðèöó A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñòðîê òèïà 1, ïîëó÷èì ìàòðèöó A′, ðàíã è îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,
ðàíãó è îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû A. Ïðè ýòîì, ïî òåîðåìå 3.1, rk(A′) ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ
ñòðîê ìàòðèöû A′. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè rk(A′) < n, òî â ìàòðèöå A′ èìååòñÿ íóëåâàÿ ñòðîêà, è
ïî ñëåäñòâèþ 5.6, |A′| = 0, îòêóäà |A| = 0. Îáðàòíî, åñëè â ìàòðèöå A′ íåò íóëåâûõ ñòðîê, òî
ëèäåðû âñåõ ñòðîê ðàñïîëîæåíû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, è |A′| 6= 0, òàê êàê ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
íåíóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó è |A| 6= 0. I

25



Ëåêöèÿ 6. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ óãëîì íóëåé. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Ìè-
íîðû è àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ. Ðàçëîæíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå
(ñòîëáöó). Ëåììà î �ôàëüøèâîì� ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ. Ôîðìóëû Êðàìåðà
äëÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëåííûõ êâàäðàòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

1◦. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ óãëîì íóëåé. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ñ óãëîì íóëåé, ò.å.
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó âèäà

A =



b11 . . . b1k ∗ . . . ∗
b21 . . . b2k ∗ . . . ∗
... . . .

...
... . . .

...
bk1 . . . bkk ∗ . . . ∗
0 . . . 0 c11 . . . c1l
0 . . . 0 c21 . . . c2l
... . . .

...
... . . .

...
0 . . . 0 cl1 . . . cll


. (6.1)

Çäåñü ñèìâîëû ∗ îáîçíà÷àþò ýëåìåíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ äëÿ íàñ íåñóùåñòâåííû. Ñîêðàùåííî
áóäåì çàïèñûâàòü A êàê áëî÷íóþ ìàòðèöó

A =

(
B ∗
0 C

)
,

ãäå B = (bij) è C = (cij) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ k × k è l × l, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 6.1. Åñëè A =

(
B ∗
0 C

)
� ìàòðèöà ñ óãëîì íóëåé, òî

|A| =
∣∣∣∣B ∗
0 C

∣∣∣∣ = |B||C|. (6.2)

J Ïðèâåäåì ìàòðèöó A èç (6.1) ê òðåóãîëüíîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê
ïåðâîãî òèïà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì ïåðâûå k ñòðîê òàê, ÷òîáû ìàòðèöà B
ñòàëà òðåóãîëüíîé, çàòåì, íå ìåíÿÿ ïåðâûõ k ñòðîê, ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèå l ñòðîê òàê, ÷òîáû
ìàòðèöà ñòàëà òðåóãîëüíîé (ïðè ýòîì óãîë íóëåé ñîõðàíèòñÿ). Ïîëó÷èòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå

A =

(
B ∗
0 C

)
 

(
B′ ∗
0 C ′

)
= A′,

ãäå ìàòðèöû B′ è C ′ � òðåóãîëüíûå. Ïðè ýòîì |A′| = |A|, |B′| = |B|, |C ′| = |C|, ïî òåîðåìå
5.9, à ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3 |A′| = |B′||C ′|, òàê êàê êàæäûé èç ýòèõ îïðåäåëèòåëåé � ïðîèç-
âåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ñòàëî áûòü, |A| = |A′| = |B′||C ′| = |B||C|.I

Èç ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû âèäíî, ÷òî åñëè çàìåíèòü ëåâûé
íèæíèé óãîë íóëåé íà ïðàâûé âåðõíèé, òî ðàâåíñòâî (6.2) äàñò ðàâåíñòâî∣∣∣∣B 0

∗ C

∣∣∣∣ = |B||C| (6.3)
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2◦. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ îïðå-
äåëèòåëü âèäà

V (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x21 x22 . . . x2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−11 xn−12 . . . xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (6.4)

ãäå x1, . . . , xn � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, n > 2.

Òåîðåìà 6.2. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé ÷èñåë
x1, . . . , xn:

V (x1, . . . , xn) =
∏

16i<j6n

(xj − xi). (6.5)

J Äîêàæåì (6.5) èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 2 ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî

V (x1, x2) =

∣∣∣∣ 1 1
x1 x2

∣∣∣∣ = x2 − x1.

Äîïóñòèì ñïðàâåäëèâîñòü (6.5) äëÿ îïðåäåëèòåëåé Âàíäåðìîíäà ïîðÿäêà n − 1 è ïðèìåíèì
ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ê îïðåäåëèòåëþ 6.4: ê êàæäîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ
ñ ïîñëåäíåé, n-é, è êîí÷àÿ âòîðîé, ïðèáàâèì ïðåäûäóùóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà (−x1) (ïðè
ýòîì çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíèòñÿ):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x21 x22 . . . x2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−11 xn−12 . . . xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
0 x2 − x1 . . . xn − x1
0 x22 − x2x1 . . . x2n − xnx1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn−12 − xn−22 x1 . . . xn−1n − xn−2n x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïîëó÷èëñÿ îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì íóëåé, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 6.1,

V (x1, . . . , xn) = 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 . . . xn − x1

x2(x2 − x1) . . . xn(xn − x1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−22 (x2 − x1) . . . xn−2n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Èç ñòîëáöîâ ïîñëåäíåãî îïðåäåëèòåëÿ âûíåñåì, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæèòåëè (x2−x1), . . . (xn−x1):

V (x1, . . . , xn) = (x2 − x1) . . . (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1
x2 . . . xn
. . . . . . . . . . . . . . .
xn−22 . . . xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x2 − x1) . . . (xn − x1)V (x2, . . . , xn).

Ïîäñòàâëÿÿ, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, çíà÷åíèå V (x2, . . . , xn), ïîëó÷àåì

V (x1, . . . , xn) = (x2 − x1) . . . (xn − x1)
∏

26i<j6n

(xj − xi) =
∏

16i<j6n

(xj − xi).

I

3◦. Ìèíîðû è àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ. Ðàçëîæåíèå
îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå (ñòîëáöó). Ëåììà î �ôàëüøèâîì� ðàçëîæåíèè îïðåäåëè-
òåëÿ.
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Îïðåäåëåíèå 6.3. Ìèíîðîì ýëåìåíòà aij îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ îïðå-
äåëèòåëü ïîðÿäêà n − 1, ïîëó÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà:

Mij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,j−1 a1,j a1,j+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 . . . ai−1,n
ai,1 . . . ai,j−1 ai,j ai,j+1 . . . ai,n
ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 . . . ai+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 . . . an,j−1 an,j an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij íàçûâàåòñÿ åãî ìèíîð, óìíîæåííûé íà (−1)i+j:

Aij = (−1)i+jMij.

Òåîðåìà 6.4 (Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå (ñòîëáöó)). Îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå ïðî-
èçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ëþáîé åãî ñòðîêè (ëþáîãî ñòîëáöà) íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1 + . . .+ ainAin, i = 1, . . . , n. (6.6)

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣ = a1jA1j + . . .+ anjAnj, j = 1, . . . , n. (6.7)

J Äîêàæåì ðàâåíñòâî (6.6). Ñíà÷àëà ïðåäñòàâèì i-þ ñòðîêó îïðåäåëèòåëÿ â âèäå ñóììû �ïðî-
ñòåéøèõ� ñòðîê:

(ai1 ai2 . . . ain) = (ai1 0 . . . 0) + (0 ai2 . . . 0) + . . .+ (0 0 . . . ain).

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ai2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (6.8)

Òåïåðü ðàññìîòðèì îòäåëüíî j-å ñëàãàåìîå â (6.8). Ïåðåñòàâëÿÿ ñîñåäíèå ñòðîêè i − 1 ðàç,
íà÷èíàÿ ñ i-é, ïîìåñòèì i-þ ñòðîêó íà ìåñòî ïåðâîé, íå ìåíÿÿ ïîðÿäêà îñòàëüíûõ ñòðîê:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 aij 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 . . . 0 aij 0 . . . 0
a11 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.9)

Àíàëîãè÷íî, ïåðåñòàâëÿÿ ñîñåäíèå ñòîëáöû ïîñëåäíåãî îïðåäåëèòåëÿ j − 1 ðàç, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 . . . 0 aij 0 . . . 0
a11 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
aij 0 . . . 0 0 . . . 0
a1j a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anj an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (6.10)
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Êîìáèíèðóÿ (6.9) è (6.10) è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 6.1, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 aij 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= aij (−1)i−1(−1)j−1︸ ︷︷ ︸

=(−1)i+j

Mij = aijAij.

Ñóììèðóÿ ïî âñåì j = 1, . . . , n, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (6.6). Ðàâåíñòâî (6.7) äîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íî. I

Òåîðåìà 6.5 (Ëåììà î �ôàëüøèâîì� ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ). Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëå-
ìåíòîâ íåêîòîðîé ñòðîêè (íåêîòîðîãî ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè (äðóãîãî ñòîëáöà) ðàâíà íóëþ. Èíûìè ñëîâàìè,
äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ai1Ak1 + ai2Ak2 + . . .+ ainAkn = 0 ïðè i 6= k; (6.11)

a1jA1k + a2jA2k + . . .+ anjAnk = 0 ïðè j 6= k; (6.12)

Âñïîìíèì, ÷òî â �ïðàâèëüíîå� ðàçëîæåíèå (6.6) âõîäÿò àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåí-
òîâ òîé æå ñòðîêè, ïî êîòîðîé ìû ðàçëàãàåì îïðåäåëèòåëü, â îòëè÷èå îò (6.11), ñ ÷åì è ñâÿçàíî
íàçâàíèå �ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå�.
J Çàìåíèì â îïðåäåëèòåëå ìàòðèöû A = (aij) k-þ ñòðîêó íà i-þ. Ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëèòåëü,
ðàâíûé íóëþ, òàê êàê äâå åãî ñòðîêè ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëèì åãî ðàçëîæåíèåì
ïî k-îé ñòðîêå:

0 =
i

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ak1 + . . .+ ainAkn,

ïðè÷åì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè â èñõîäíîì îïðåäåëèòåëå è íîâîì
îïðåäåëèòåëå ñîâïàäàþò, ÷òî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (6.11). Äëÿ ñòîëáöîâ äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî.I

4◦. Ôîðìóëû Êðàìåðà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè è îïðåäåëåí-
íîñòè äëÿ êâàäðàòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ò.å. ñèñòåì, â êîòîðûõ ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
ðàâíî ÷èñëó óðàâíåíèé). Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

. (6.13)

Îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ (6.14)

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (6.13).
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Òåîðåìà 6.6 (Òåîðåìà Êðàìåðà). Êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.13) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü ∆ îòëè÷åí îò íóëÿ.

J Ìû çíàåì, ÷òî ñèñòåìà (6.13) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
rk(A) = rk(A) = n, ãäå A � ìàòðèöà ñèñòåìû (6.13), à A � åå ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà
(ñì. òåîðåìû 3.5,3.6). Íî äëÿ êâàäðàòíîé ñèñòåìû (6.13) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
rk(A) 6 rk(A) 6 n, çíà÷èò, ðàâåíñòâî rk(A) = n ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñèñòåìà (6.13) ñîâìåñòíà
è îïðåäåëåíà. Íî óñëîâèå rk(A) = n ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ (èëè
ñòðîê) ìàòðèöû A, ÷òî â ñèëó êðèòåðèÿ ðàâåíñòâà îïðåäåëèòåëÿ 0 (òåîðåìà 5.10) ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ ∆ = |A| 6= 0.I

Òåîðåìà 6.7 (Ïðàâèëî Êðàìåðà). Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.13) èìååò îïðåäåëèòåëü ∆ 6= 0.
Ïîëîæèì

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 b1 a1,i+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 b2 a2,i+1 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,i−1 bn an,i+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣, i = 1, . . . , n. (6.15)

Èíà÷å ãîâîðÿ, îïðåäåëèòåëü ∆i ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ ∆ çàìåíîé åãî i-ãî ñòîëáöà íà
ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû. Òîãäà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.13) âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëàìè Êðàìåðà

xi =
∆i

∆
, i = 1, . . . , n. (6.16)

J Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðè ∆ 6= 0 ñëåäóåò èç òåîðåìû Êðàìåðà 6.6. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â ëþáîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ÷èñåë, çàäàííûõ ôîðìóëàìè (6.16), ïîëó÷èòñÿ
âåðíîå ðàâåíñòâî. Ïîäñòàâèì ýòè ÷èñëà â ëåâóþ ÷àñòü k-ãî óðàâíåíèÿ, ãäå k = 1, . . . , n. Ïîëó÷èì

ak1
∆1

∆
+ ak2

∆2

∆
+ . . .+ akn

∆n

∆
=

1

∆
(ak1∆1 + ak2∆2 + . . .+ akn∆n) = (ðàçëîæåíèå ∆i ïî i-ìó ñòîëáöó)

1

∆
(ak1(b1A11 + b2A21 + . . .+ bnAn1)+

ak2(b1A12 + b2A22 + . . .+ bnAn2)+
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+akn(b1A1n + b2A2n + . . .+ bnAnn)) =

1

∆
(b1(ak1A11 + ak2A12 + . . .+ aknA1n)+

b2(ak1A21 + ak2A22 + . . .+ aknA2n)+
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+bn(ak1An1 + ak2An2 + . . .+ aknAnn))

Êîýôôèöèåíò ïðè bi â ïîñëåäíåé ñóììå � ýòî �ôàëüøèâîå� ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆ ïî k-é
ñòðîêå ïðè i 6= k è �ïðàâèëüíîå� ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆ ïî k-é ñòðîêå ïðè i = k. Ïîýòîìó

ak1
∆1

∆
+ ak2

∆2

∆
+ . . .+ akn

∆n

∆
=

1

∆
(b1 · 0 + . . .+ bk ·∆ + . . .+ bn · 0) = bk,

÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðàâèëà Êðàìåðà. I
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Ëåêöèÿ 7. Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè è èõ ñâîéñòâà. Îáîáùåííàÿ àññîöèàòèâíîñòü.
Òðàíñïîíèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó ñëåâà è ñïðàâà. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, åå åäèíñòâåííîñòü. Ñêàëÿðíûå ìàò-
ðèöû. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà, åå åäèíñòâåííîñòü.

1◦. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè. Ñíà÷àëà âñïîìíèì
îïðåäåëåíèå ñóììû äâóõ ìàòðèö è ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî (ñì îïðåäåëåíèå 1.7).

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ñóììîé äâóõ ìàòðèö A = (aij) è B = (bij) îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà m×n
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé � ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèö-ñëàãàåìûõ: A + B = (aij + bij). Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà m × n íà
÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé � ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ
èñõîäíîé ìàòðèöû íà îäíî è òî æå ÷èñëî λ: λA = (λaij).

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà m × n íà ìàòðèöó B = (bij)
ðàçìåðà n× p íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = AB = (cij) ðàçìåðà m× p, ýëåìåíò êîòîðîé, ñòîÿùèé íà
ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû
A íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B (÷àñòî êîðîòêî ãîâîðÿò �ïðîèçâåäåíèå
i-é ñòðîêè ìàòðèöû A íà j-é ñòîëáåö ìàòðèöû B):

cij = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ ainbnj =
n∑
k=1

aikbkj, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . p. (7.1)

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B îïðåäåëåíî òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîé ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó ñòðîê âòîðîé.

Òåîðåìà 7.3. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B,C äîïóñòèìûõ ðàçìåðîâ è ëþáûõ ÷èñåë α è β âûïîë-
íåíû ðàâåíñòâà:
(1) (A+B) + C = A+ (B + C) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(2) A+B = B + A (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(3) A+ 0 = 0 +A = A, ãäå 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è ìàòðèöà A (ñóùåñòâî-
âàíèå íåéòðàëüíîãî ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíòà);
(4) A+ (−1)A = (−1)A+A = 0 (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïî ñëîæåíèþ, èëè ïðîòèâîïîëîæ-
íîãî ýëåìåíòà);
(5) α(A+B) = αA+ αB (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ÷èñëà íà ìàòðèöó);
(6) (α + β)A = αA+ βA (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî);
(7) α(βA) = (αβ)A (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî);
(8) 1A = A (íåéòðàëüíîñòü ÷èñëà 1 ïî óìíîæåíèþ);
(9) A(BC) = (AB)C (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(10) (A+B)C = AC +BC (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ;
(11) A(B + C) = AB + AC (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ;
(12) (αA)B = A(αB) = α(AB).

J Ñâîéñòâà (1)-(8) î÷åâèäíî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî (10). Ïóñòü A,B �
ìàòðèöû ðàçìåðà m×n è C � ìàòðèöà ðàçìåðà n× p. Òîãäà ýëåìåíò i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà
ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (10), îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

n∑
k=1

(aik + bik)ckj =
n∑
k=1

(aikckj + bikckj) =
n∑
k=1

aikckj +
n∑
k=1

bikckj,

êîòîðîå çàäàåò ýëåìåíò i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðà-
âåíñòâà.
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Ðàâåíñòâî (11) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðîâåðèì, íàêîíåö, ðàâåíñòâî (9). Çàìåòèì ñíà÷à-
ëà, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðîèçâåäåíèé AB è BC íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöû
A, B è C èìåëè ðàçìåðû m× n, n× p è p× q, ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà U = AB
èìååò ðàçìåð m×p, à ìàòðèöà V = BC � ðàçìåð n×q, ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèÿ, ñòîÿùèå â ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (9), îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ðàçìåðà n × q. Îñòàëîñü
ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèö UC è AV ðàâíû. Çàïèøåì ïî îïðåäåëåíèþ
âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû UC:

p∑
l=1

uilclj =

p∑
l=1

((
n∑
k=1

aikbkl

)
clj

)
=

p∑
l=1

n∑
k=1

aikbklclj.

Àíàëîãè÷íî, âû÷èñëÿÿ ýëåìåíò ìàòðèöû V ñ òåìè æå èíäåêñàìè i, j, ïîëó÷èì

n∑
k=1

aikvkj =
n∑
k=1

(
aik

(
p∑
l=1

bklclj

))
=

n∑
k=1

p∑
l=1

aikbklclj.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ, ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå.
Íàêîíåö, ðàâåíñòâî (12) ïîëó÷àåòñÿ èç (7.1) âûíåñåíèåì îáùåãî ìíîæèòåëÿ λ èç êàæäîé

ñóììû:

n∑
k=1

(λaik)bkj = λ(
n∑
k=1

aikbkj);

n∑
k=1

aik(λbkj) = λ(
n∑
k=1

aikbkj).

I

Çàìå÷àíèå. Åñëè A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà n, òî èõ ñóì-
ìà A+ B è ïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíû è ñíîâà ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà
n. Çíà÷èò, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n � îïåðàöèè, îïðåäåëåííûå
íà ìíîæåñòâå ýòèõ ìàòðèö. Âûïîëíåíèå ñâîéñòâ (1)�(4) îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, à âûïîëíåíèå ñâîéñòâ (1)�(4) è ñâîéñòâ
(9)�(11) � ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì êîëüöîì. Îáùèå ïîíÿòèÿ (àáåëå-
âîé) ãðóïïû è êîëüöà ìû îïðåäåëèì ïîçæå, ïðè ýòîì áóäåì èìåòü â âèäó êîëüöî ìàòðèö êàê
âàæíåéøèé ïðèìåð.

Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî óìíîæåíèå äàæå êâàäðàòíûõ ìàòðèö, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîììóòà-
òèâíî. Íàïðèìåð, (

1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
,

íî (
0 1
0 0

)(
1 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
6=
(

1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
.

Â òî æå âðåìÿ èç àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 7.4. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêî-
áîê ìåæäó íèìè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòî ïðàâèëüíàÿ ðàññòàíîâêà ñêîáîê: êàæäîå âûðàæåíèå
â ñêîáêàõ � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð, (A(BC))D = (AB)(CD) = ((AB)C)D
� ïðàâèëüíûå ðàññòàíîâêè ñêîáîê â ïðîèçâåäåíèè ÷åòûðåõ ñîìíîæèòåëåé (Îáîáùåííàÿ àññî-
öèàòèâíîñòü).
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J Ââåäåì âðåìåííî îáîçíà÷åíèå A1A2 . . . Ak = (. . . ((A1A2)A3) . . .)Ak. Óòâåðæäåíèå äîêàçûâà-
åòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñîìíîæèòåëåé k. Ïðè k = 3 ýòî âåðíî â ñèëó îáû÷íîé àññîöèàòèâ-
íîñòè. Äëÿ k > 3 ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ â çàäàííîé ðàññòàíîâêå îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ: U1U2,
ãäå U1, U2 � ïðîèçâåäåíèÿ ñîìíîæèòåëåé A1, . . . , Ar è Ar+1, . . . , Ak, ñîîòâåòñòâåííî, ñ íåêîòî-
ðîé ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêîé ñêîáîê â êàæäîì ïðîèçâåäåíèè. Êàæäîå èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé
ñîäåðæèò ìåíåå k ñîìíîæèòåëåé, ïîýòîìó èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ïîëó÷àåì:

U1 = A1 · . . . · Ar, U2 = Ar+1 · . . . · Ak.

Åñëè k = r + 1, òî U1U2 = A1A2 . . . Ak, ïî îïðåäåëåíèþ âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè. Åñëè æå
k > r + 1, òî

U1U2 = (A1A2 . . . Ar)((Ar+1 . . . Ak−1)Ak)
(â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè)

=

((A1 . . . Ar)(Ar+1 . . . Ak−1))Ak
(â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè)

= (A1 . . . Ak−1)Ak = A1 . . . Ak,

÷òî è òðåáîâàëîñü.I

2◦. Òðàíñïîíèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, B = (bij) � ìàòðèöà ðàçìåðà n × p.
Òîãäà (AB)T = BTAT .

J Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n, B = (bij) � ìàòðèöà ðàçìåðà n×p, C = AB = (cij).
Òîãäà BT = (b′ij) � ìàòðèöà ðàçìåðà p × n, AT = (a′ij) � ìàòðèöà ðàçìåðà n × m, çíà÷èò,
ïðîèçâåäåíèå C ′ = BTAT = (c′ij) îïðåäåëåíî è èìååò ðàçìåð p × m, ò.å. òîò æå ðàçìåð, ÷òî è
ìàòðèöà CT . Íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèöû C ′:

c′ij =
n∑
k=1

b′ik︸︷︷︸
=bki

a′kj︸︷︷︸
=ajk

=
n∑
k=1

bkiajk =
n∑
k=1

ajkbki = cji,

çíà÷èò, C ′ = CT . I

3◦. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è åå ñâîé-
ñòâà.

Îïðåäåëåíèå 7.6. Äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû
êîòîðîé, ðàñïîëîæåííûå âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ. ×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå

diag(λ1, λ2, . . . , λn) =


λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λn

. (7.2)

Ïðåäëîæåíèå 7.7. Ïóñòü D = diag(λ1, λ2, . . . , λn) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, A =
(aij) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× p. Òîãäà óìíîæåíèå ìàòðèöû A íà ìàòðèöó D ñëåâà
ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ êàæäîé i-é ñòðîêè ìàòðèöû A, i = 1, . . . , n, íà ÷èñëî λi:

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn



a11 a12 . . . a1p
a21 a22 . . . a2p
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . anp

 =


λ1a11 λ1a12 . . . λ1a1p
λ2a21 λ2a22 . . . λ2a2p
...

...
. . .

...
λnan1 λnan2 . . . λnanp

. (7.3)
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Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, òî óìíîæåíèå ìàòðèöû A íà
ìàòðèöó D ñïðàâà ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ êàæäîãî i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A, i = 1, . . . , n, íà
÷èñëî λi: 

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn



λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 =


λ1a11 λ2a12 . . . λna1n
λ1a21 λ2a22 . . . λna2n
...

...
. . .

...
λ1am1 λ2am2 . . . λnamn

. (7.4)

J Äîêàæåì (7.3). Ïîëîæèì B = DA = (bij) è âû÷èñëèì ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ:

bij = 0 · a1j + . . .+ 0 · ai−1,j + λi · aij + 0 · ai+1,j + . . .+ 0 · anj = λiaij, j = 1, . . . , p.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ (7.4). Ìîæíî òàêæå âûâåñòè (7.4) èç (7.3) è ôîðìóëû òðàíñïîíèðî-
âàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. I

Îïðåäåëåíèå 7.8. Åäèíè÷íîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà âèäà

E = diag(1, 1, . . . , 1) =


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

.
Èíà÷å ãîâîðÿ, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè åäèíè÷íîé ìàòðèöû ñòîÿò åäèíèöû, à âíå ãëàâíîé äèàãî-
íàëè � íóëè.

Ïðåäëîæåíèå 7.9. Ïóñòü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà n× p. Òîãäà EA = A. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè A � ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, òî AE = A.
Íàêîíåö, åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî

AE = EA = A. (7.5)

J Î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 7.7.I

Ïðåäëîæåíèå 7.10. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (7.5) äëÿ ëþáîé êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöû òîãî æå ïîðÿäêà, îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

J Äîïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà E ′ îáëàäàåò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì: E ′A = AE ′ = A äëÿ ëþáîé
êâàäðàòíîé ìàòðèöû A. Ïîäñòàâëÿÿ E âìåñòî A, ïîëó÷èì E ′E = EE ′ = E. Íî â ñèëó (7.5),
E ′E = EE ′ = E ′. Çíà÷èò, E ′ = E.I

Îïðåäåëåíèå 7.11. Ìàòðèöà âèäà λE = diag(λ, λ, . . . , λ) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé.

Óìíîæåíèå íà ñêàëÿðíóþ ìàòðèöó λE (ñëåâà èëè ñïðàâà) ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ âñåé
ìàòðèöû íà ÷èñëî λ (ñëåäóåò èç (7.3) è (7.4)).

4◦. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 7.12. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê êâàäðàòíîé ìàòðèöå A,
åñëè

AB = BA = E. (7.6)

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà ñóùåñòâóåò.
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Òåîðåìà 7.13. Åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà.

J Ïóñòü ìàòðèöû B è B′ óäîâëåòâîðÿþò (7.6). Òîãäà

B(AB′) = BE = B
|| (àññîöèàòèâíîñòü!)

(BA)B′ = EB′ = B′,

ò.å. B = B′. I

Äîêàçàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò ââåñòè îáîçíà÷åíèå A−1 äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ê ìàòðèöå A.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïîëó÷èì áîëåå åñòåñòâåííóþ çàïèñü äëÿ (7.6):

A−1A = AA−1 = E.
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Ëåêöèÿ 8. Óìíîæåíèå òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Ìàòðè÷íûå åäèíèöû è èõ óìíîæåíèå.
Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû è èõ ñâÿçü ñ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Îïðåäå-
ëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ îá-
ðàòíîé ìàòðèöû.

1◦. Óìíîæåíèå òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � äâå âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n.
Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëî-
æåíû ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ãëàâíûõ äèàãîíàëåé ìàòðèö A è B:

a11 ∗ ∗ . . . ∗
0 a22 ∗ . . . ∗
0 0 a33 . . . ∗
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ann




b11 ∗ ∗ . . . ∗
0 b22 ∗ . . . ∗
0 0 b33 . . . ∗
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . bnn

 =


a11b11 ∗ ∗ . . . ∗

0 a22b22 ∗ . . . ∗
0 0 a33b33 . . . ∗
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . annbnn

.

J Ïóñòü i > j. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ C = AB, ðàñïîëîæåííûé íà ïåðåñå÷åíèè i-é
ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà:

cij = ai1b1j + . . .+ ai,i−1bi−1,j︸ ︷︷ ︸
=0, ò.ê. aik = 0 ïðè i > k

+

=0, ò.ê. bkj = 0 ïðè k > i > j︷ ︸︸ ︷
aiibij + . . .+ ainbnj = 0.

Àíàëîãè÷íî, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè C ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû

cii = ai1b1i + . . .+ ai,i−1bi−1,i︸ ︷︷ ︸
=0, ò.ê. aik = 0 ïðè i > k

+aiibii +

=0, ò.ê. bki = 0 ïðè k > i︷ ︸︸ ︷
ai,i+1bi+1,i + . . .+ ainbni = aiibii.

I

2◦. Ìàòðè÷íûå åäèíèöû. Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ åäèíèö. Ìàòðè÷íûå åäè-
íèöû � áàçà ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ìàòðè÷íîé åäèíèöåé Eij íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè
i-é ñòðîêè ñ j-ì ñòîëáöîì ñòîèò 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0:

j

Eij =



0 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 0


i

Ïðåäëîæåíèå 8.3. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðè÷íûõ åäèíèö (äîïóñòèìûõ ðàçìåðîâ m × n è n × p)
îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

EijEkl =

{
Eil ïðè j = k
0 ïðè j 6= k

(8.1)
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J Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ A = EijEkl äâóõ ìàòðè÷íûõ åäèíèö óêàçàííûõ ðàçìåðîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñòðîêè ïðîèçâåäåíèÿ, êðîìå i-é, íóëåâûå, ïîñêîëüêó âñå ñòðîêè ìàòðèöû
Eij, êðîìå i-é, íóëåâûå. Àíàëîãè÷íî, âñå ñòîëáöû ïðîèçâåäåíèÿ EijEkl, êðîìå l-ãî, íóëåâûå.
Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è l-ãî
ñòîëáöà. Ïðè j = k ïîëó÷èì ñóììó

0 · 0 + . . .+ 1︸︷︷︸
j−é ýëåìåíò ñòðîêè

· 1︸︷︷︸
j−é ýëåìåíò ñòîëáöà

+ . . .+ 0 · 0 = 1,

à ïðè j 6= k � ñóììó

0 ·0+ . . .+ 1︸︷︷︸
j−é ýëåìåíò ñòðîêè

· 0︸︷︷︸
j−é ýëåìåíò ñòîëáöà

+ . . .+ 0︸︷︷︸
k−é ýëåìåíò ñòðîêè

· 1︸︷︷︸
k−é ýëåìåíò ñòîëáöà

+ . . .+0 ·0 = 0.

I

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó ðàçìåðà m × n ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü
êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìàòðè÷íûõ åäèíèö:

A = (aij) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij,

ò.å. ìàòðè÷íûå åäèíèöû îáðàçóþò áàçó ïðîñòðàíñòâà âñåõ ìàòðèö çàäàííîãî ðàçìåðà.

3◦. Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.4. Ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïðèìåíåíèåì ê å¼ ñòðîêàì
(ñòîëáöàì) îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëþáîãî èç òðåõ òèïîâ, íàçûâàþòñÿ ýëåìåí-
òàðíûìè ìàòðèöàìè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâîãî, âòîðîãî è
òðåòüåãî òèïà äàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöû âèäà E+λEij, E−Eii−Ejj+Eij+Eji è E+(c−1)Eii.

Òåîðåìà 8.5. Ïðèìåíåíèå ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñòðîêàì (ñòîëáöàì) ïðîèçâîëüíîé
ìàòðèöû ðàâíîñèëüíî åå óìíîæåíèþ ñëåâà (ñïðàâà) íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåìåíòàðíóþ ìàò-
ðèöó.

J Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A = (aij) íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó E + λEij ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðàçìåðà ñëåâà:

(E + λEij)A = A+ λEijA = A+ λEij

(
l∑

k=1

n∑
l=1

aklEkl

)
= (òîëüêî ñëàãàåìûå ñ k = j)

=
m∑
k=1

n∑
l=1

aklEkl +
n∑
l=1

λajlEil = (ñîáåðåì îòäåëüíî ñëàãàåìûå ñ k = i â ïåðâîé ñóììå)

=
∑
k 6=i

n∑
l=1

aklEkl +
n∑
l=1

(ail + λajl)Eil.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû âñåõ ñòðîê ïðîèçâåäåíèÿ, êðîìå i-é, ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû
A, à ýëåìåíòû i-é ñòðîêè � êàê â ñóììå i-é ñòðîêè è j-é ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ÷èñëî λ.

Ñëó÷àé ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äëÿ ýëåìåíòàð-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà 3 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 7.7.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ è óìíîæåíèÿ ñïðàâà ìîæíî ëèáî ïðèìåíèòü àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ, ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ.I

4◦. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

37



Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà. Òîãäà

|AB| = |A||B|. (8.2)

J Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöó A ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà
1 ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ýòî îçíà÷àåò, ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîé íàáîð ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö P1, P2, . . . , Pk, ÷òî A

′ = P1P2 . . . PkA � òðåóãîëüíàÿ ìàòðè-
öà. Ïðè ýòîì |A′| = |A|. Íî òîãäà A′B = (P1P2 . . . PkA)B = P1P2 . . . Pk(AB), ýíà÷èò, ìàòðèöà
A′B ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû AB òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
è ïîýòîìó |A′B| = |AB|. Åñëè |A| = 0, òî ìàòðèöà A′ ñîäåðæèò íóëåâóþ ñòðîêó, íî òîãäà è â
ìàòðèöå A′B èìååòñÿ íóëåâàÿ ñòðîêà. Çíà÷èò, 0 = |A′B| = |AB| = |A|︸︷︷︸

=0

|B|.

Åñëè æå |A′| = |A| 6= 0, òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A′ îòëè÷íû îò 0, è ìîæíî
ïðîâåñòè åùå íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà 1, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà ïðåâðàòèòñÿ â äèàãîíàëüíóþ: A′′ = Q1Q2 . . . QlA

′ = diag(λ1, λ2, . . . , λn). Ïîëó÷èì
A′′B = (Q1Q2 . . . QlA

′)B = Q1Q2 . . . Ql(A
′B), îòêóäà

|A′B| = |A′′B| = λ1λ2 . . . λn︸ ︷︷ ︸
=|A′′|=|A|

|B| = |A||B|.

I

5◦. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.
Óêàæåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû.

Òåîðåìà 8.7. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íåâû-
ðîæäåííà, ò.å. êîãäà åå îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ.

J Åñëè A � îáðàòèìàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî

1 = |E| = |AA−1| = |A||A−1|,

÷òî íåâîçìîæíî ïðè |A| = 0.
Îáðàòíî, ïóñòü |A| 6= 0. Òîãäà ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ñòðîê òèïà 1 ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, à çàòåì � ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê òèïà
3 ñäåëàòü å¼ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Çíà÷èò, E = P1P2 . . . PkA, ò. å. ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B =
P1P2 . . . Pk, òàêàÿ, ÷òî BA = E. Ïðèìåíÿÿ òî æå ðàññóæäåíèå ê ìàòðèöå AT , ïîëó÷èì, ÷òî

Q1Q2 . . . QlA
T = E

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö Q1, Q2, . . . , Ql, ò.å. AB′ = E äëÿ ìàòðèöû
B′ = QT

l Q
T
l−1 . . . Q

T
1 . Íî B′ = EB′ = (BA)B′ = B(AB′) = B (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû 7.13), Íî òîãäà A−1 = B = B′. I

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî äàåò ñëåäóþùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîìî-
ùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Çàïèøåì ðÿäîì ìàòðèöó A è åäèíè÷íóþ ìàò-
ðèöó òîãî æå ïîðÿäêà: (A|E). Ïðèâåäåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïîëó÷åííóþ
ìàòðèöó ðàçìåðà n × 2n ê âèäó (E|A′) (åñëè â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû
ïîÿâèòñÿ íóëåâàÿ ñòðîêà, òî ìàòðèöà A íåîáðàòèìà, ò.å. íåò íóæäû ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿòü
îáðàòèìîñòü ìàòðèöû A). Òîãäà, ïî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.7, A′ = A−1.

Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ýòèì ñïîñîáîì.(
1 2 1 0
3 5 0 1

)
 

(
1 2 1 0
0 −1 −3 1

)
 

(
1 2 1 0
0 1 3 −1

)
 

(
1 0 −5 2
0 1 3 −1

)
,
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çíà÷èò, (
1 2
3 5

)−1
=

(
−5 2
3 −1

)
.

Äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû � ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé.

Òåîðåìà 8.8. Ïóñòü A = (aij) � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïîëîæèì

Ã =


A11 A21 . . . An1
A12 A22 . . . An2
...

...
. . .

...
A1n A2n . . . Ann

, (8.3)

ãäå Aij, êàê îáû÷íî, àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij. Òîãäà

A−1 =
1

|A|
Ã. (8.4)

J Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå AÃ:
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann



A11 A21 . . . An1
A12 A22 . . . An2
...

...
. . .

...
A1n A2n . . . Ann

 =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 . . . bnn

,
ãäå

bij = ai1Aj1+ai2Aj2+. . .+ainAjn =

{
|A|, åñëè i = j (�ïðàâèëüíîå� ðàçëîæåíèå ïî i-é ñòðîêå),
0, åñëè i 6= j (�ôàëüøèâîå� ðàçëîæåíèå ïî i-é ñòðîêå).

Çíà÷èò, AÃ = |A|E. Ïðè |A| 6= 0 ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåä-

íåãî ðàâåíñòâà íà
1

|A|
A−1 ñëåâà, ïîëó÷àåì (8.4). I

Ìàòðèöó Ã íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííîé ê ìàòðèöå A. Îòìåòèì, ÷òî â ìàòðèöå Ã íà ìåñòå êàæ-
äîãî ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A ñòîèò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó, ñèììåòðè÷íîìó ê

aij îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïðèìåð: åñëè A =

(
1 2
3 5

)
, òî |A| = −1, A11 = 5, A12 = −3,

A21 = −2, A22 = 1, çíà÷èò, A−1 =
1

−1

(
A11 A21

A12 A22

)
= −

(
5 −2
−3 1

)
=

(
−5 2
3 −1

)
.
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Ëåêöèÿ 9. Ìèíîðû ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû. Âû÷èñëåíèå ðàíãà ìàòðèöû ñ ïîìî-
ùüþ ìèíîðîâ (òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû).

1◦. Ìèíîðû ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû. Îêàéìëÿþùèå ìèíîðû.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ìèíîðîì ïîðÿäêà k ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû ðàçìåðà m × n íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà k, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííûõ íà ïåðåñå÷å-
íèè íåêîòîðûõ k ñòðîê ñ íåêîòîðûìè k ñòîëáöàìè. Åñëè i1, . . . , ik � íîìåðà âûáðàííûõ ñòðîê,
à j1, . . . , jk � íîìåðà âûáðàííûõ ñòîëáöîâ, òî ìèíîð îáðàçóþò îòìå÷åííûå ýëåìåíòû ìàòðèöû:

. . . j1 . . . j2 . . . . . . jk . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . ai1,j1 . . . ai1,j2 . . . . . . ai1,jk . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . ai2,j1 . . . ai2,j2 . . . . . . ai2,jk . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . aik,j1 . . . aik,j2 . . . . . . aik,jk . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



.
i1
.
i2
.
.
ik

Ýòîò ìèíîð èìååò âèä ∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1,j1 . . . ai1,jk
ai2,j1 . . . ai2,jk
. . . . . . . . . . . . . . . .
aik,j1 . . . aik,jk

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Îïðåäåëåíèå 9.2. Îêàéìëÿþùèì ìèíîðîì äëÿ ìèíîðà ïîðÿäêà k ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ
ìèíîð ïîðÿäêà k + 1, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì îäíîé ñòðîêè ê íàáîðó ñòðîê è îäíîãî ñòîëáöà
ê íàáîðó ñòîëáöîâ, çàäàþùèõ ìèíîð ýòîò ìèíîð ïîðÿäêà k.

Òåîðåìà 9.3 (îá îêàéìëÿþùèõ ìèíîðàõ). Åñëè íåêîòîðûé ìèíîð ïîðÿäêà k ìàòðèöû A, ðàñ-
ïîëîæåííûé â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè i1, . . . , ik è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè j1, . . . , jk, îòëè÷åí îò íóëÿ,
à âñå åãî îêàéìëÿþùèå ìèíîðû ðàâíû 0, òî ñòðîêè (ñòîëáöû) ñ íîìåðàìè i1, . . . , ik (j1, . . . , jk)
îáðàçóþò áàçó ñèñòåìû ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû A.

J Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé äîïóñòèì, ÷òî óêàçàííûé ìèíîð ïîðÿäêà k ñîäåðæèòñÿ â ïåðâûõ
k ñòðîêàõ è ïåðâûõ k ñòîëáöàõ ìàòðèöû A = (aij). Îáîçíà÷èì ïåðâûå k ñòîëáöîâ ìàòðèöû A
÷åðåç a1, . . . , ak è ïîêàæåì, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçó ñèñòåìû ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. ßñíî, ÷òî ýòè
ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, èíà÷å áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìû òàêæå �óêîðî÷åííûå� ñòîëáöûa11...

ak1

, . . . ,
a1k...
akk

,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . ak1
. . . . . . . . . . . .
a1k . . . akk

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû A � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ a1, . . . , ak.
Äëÿ ýòîãî âûáåðåì êàêîé-íèáóäü ñòîëáåö

ar =

a1r
...
amr

, r > k,

40



è ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1r
. . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 . . . akk akr
ai1 . . . aik air

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Çàìåòèì, ÷òî D = 0 ïðè ëþáîì i: åñëè i 6 k, òî â íåì äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, à åñëè i > k, òî
D � îêàéìëÿþùèé ìèíîð äëÿ ìèíîðà ∆ è ðàâåí íóëþ ïî óñëîâèþ. Ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü D
ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå, ïîëó÷èì

D = ai1Ai1 + . . .+ aikAik + airAir = 0. (9.1)

Ïðè ýòîì Air = ∆ 6= 0, à àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ Ai1, . . . , Aik íå çàâèñÿò îò i. Çíà÷èò, ìîæíî
îáîçíà÷èòü

λ1 = −Ai1
∆
, . . . , λk = −Aik

∆

è ïåðåïèñàòü (9.1) â âèäå ðàâåíñòâà

air = λ1ai1 + . . .+ λkaik.

Ïîñêîëüêó ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ i = 1, . . . ,m, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå âåêòîðíîå
ðàâåíñòâî

ar = λ1a
1 + . . .+ λka

k.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñòðîê àíàëîãè÷íî.I

2◦. Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû.

Òåîðåìà 9.4. Ðàíã ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A ðàâåí íàèáîëüøåìó ïîðÿäêó ìèíîðà ýòîé ìàò-
ðèöû, íå ðàâíîãî íóëþ.

J Ïóñòü k � íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ìèíîðà ìàòðèöû A, íå ðàâíîãî íóëþ. Ïóñòü ýòîò ìèíîð
ðàñïîëàãàåòñÿ â ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè j1, . . . , jk. Ïî óñëîâèþ âñå ìèíîðû, îêàéìëÿþùèå äàííûé
ìèíîð, ðàâíû 0, ïîýòîìó, ïî òåîðåìå 9.3, ñòîëáöû ñ íîìåðàìè j1, . . . , jk îáðàçóþò áàçó ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A. Íî ÷èñëî âåêòîðîâ â òàêîé áàçå ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû A, ïî îïðåäåëåíèþ ðàíãà
ìàòðèöû.I

Çàìå÷àíèå. Åñëè âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A ðàâíû íóëþ, òî, ðàçóìååòñÿ, íèêàêèõ îòëè÷íûõ
îò íóëÿ ìèíîðîâ ó íåå íåò. Íî â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ �ïóñòîé� ìèíîð
ïîðÿäêà 0, íå ðàâíûé íóëþ (è íèêàêîìó, âïðî÷åì, äðóãîìó ÷èñëó), òàê ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû
ñïðàâåäëèâî è â ýòîì ñëó÷àå.

Äîêàçàííûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ðàíã ìàòðèö, íå ïðèáåãàÿ ê ýëåìåíòàðíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì, à âû÷èñëÿÿ òîëüêî îïðåäåëèòåëè. Èìåííî, âûáèðàåì íåíóëåâîé ýëåìåíò ìàòðèöû,
çàòåì èùåì îêàéìëÿþùèé ìèíîð ïîðÿäêà 2, íå ðàâíûé íóëþ, çàòåì, åñëè òàêîé ìèíîð íàøåëñÿ,
èùåì îêàéìëÿþùèé åãî ìèíîð ïîðÿäêà 3, íå ðàâíûé 0, è ò.ä. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
ýòîò ïðîöåññ â îáùåì ñëó÷àå ìåíåå ýôôåêòèâåí, ÷åì ïðèìåíåíèå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

41



Ëåêöèÿ 10. Ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû. Ìàòðè÷-
íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé, åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

1◦. Ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Òåîðåìà 10.1. Åñëè A � ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, B � ìàòðèöà ðàçìåðà n× p, òî

rk(AB) 6 min{rk(A), rk(B)}. (10.1)

J Ïóñòü, êàê îáû÷íî, A = (aij) è B = (bij). Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû AB � ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè ñòðîê ìàòðèöû B. Äåéñòâèòåëüíî, i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû AB, (i = 1, . . . ,m) � ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ñòðîê ìàòðèöû B ñ êîýôôèöèåíòàìè ai1, . . . , ain:

ai1(b11, b12, . . . , b1p) +
ai2(b21, b22, . . . , b2p) +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ ain(bn1, bn2, . . . , bnp) =
(
∑n

k=1 aikbk1,
∑n

k=1 aikbk2, . . . ,
∑n

k=1 aikbkn),

à ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà è åñòü i-ÿ ñòðîêà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Íî òîãäà èç òåîðåìû 2.13 ñëåäóåò,
÷òî ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû AB (ò.å. ðàíã ìàòðèöû AB) íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà ñèñòåìû
ñòðîê ìàòðèöû B, ò.å. rk(AB) 6 rk(B). Íåðàâåíñòâî rk(AB) 6 rk(A) ìîæíî äîêàçàòü àíà-
ëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû AB ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A, à ðàíã ñèñòåìû ñòîëáöîâ ëþáîé ìàòðèöû ðàâåí åå ðàíãó. Äðóãîå ðàññóæäåíèå:
rk(AB) = rk((AB)T ) = rk(BTAT ) 6 rk(AT ) = rk(A).I
Â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå òî÷íîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10.2. Åñëè A � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m ×m, B � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà m× n, òî rk(AB) = rk(B).
Åñëè A � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, B � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, òî
rk(BA) = rk(B).

J Ïóñòü A � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × m, B � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
m × n. Òîãäà, ïî òåîðåìå 10.1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî rk(AB) 6 rk(B). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
B = A−1(AB), çíà÷èò, rk(B) 6 rk(AB). Ðàâåíñòâî ðàíãîâ äîêàçàíî. Ñëó÷àé óìíîæåíèÿ íà
îáðàòèìóþ ìàòðèöó ñïðàâà ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.I

2◦. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò åùå îäíî îïðåäåëåíèå äëÿ
ðàíãà ìàòðèöû.

Òåîðåìà 10.3. Ðàíã íåíóëåâîé ìàòðèöû A ðàçìåðà m × n ðàâåí íàèìåíüøåìó íàòóðàëüíîìó
÷èñëó k, òàêîìó, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö B,
C ðàçìåðîâ m × k è k × n, ñîîòâåòñòâåííî (ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèçàöèîííûì ðàíãîì
ìàòðèöû A.)

J Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí r. Åñëè A = BC, ãäå B, C � ìàòðèöû ðàçìåðîâ m× k è k× n,
ñîîòâåòñòâåííî, òî rk(A) = rk(BC) 6 rk(B) 6 k. Îáðàòíî, ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû
B, C ðàçìåðîâ m× r è r × n, äëÿ êîòîðûõ A = BC. Âûáåðåì r ñòðîê ìàòðèöû A, îáðàçóþùèõ
áàçó ñèñòåìû åå ñòðîê, è îáðàçóåì ìàòðèöó C èç ýòèõ r ñòðîê. Äëÿ ëþáîé i-é ñòðîêè ai ìàòðèöû
A ñóùåñòâóåò âûðàæåíèå ñòðîêè ai ÷åðåç ñòðîêè c1, . . . , cr ìàòðèöû C:

ai = bi1c
1 + . . . birc

r, i = 1, . . . ,m
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Òîãäà A = BC, ãäå

B =


b11 . . . bir
b21 . . . b2r
. . . . . . . . . . . . .
bm1 . . . bmr

.
I

Ñëåäñòâèå 10.4. Ìàòðèöà A = (aij) ðàçìåðà m × n èìååò ðàíã 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóþò ÷èñëà u1, . . . , um, íå âñå ðàâíûå 0, è v1, . . . , vn, íå âñå ðàâíûå 0, òàêèå, ÷òî aij = uivj,
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

J Óñëîâèå aij = uivj, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî A = BC, ãäå B � ñòîëáåö

B =

u1
...
um

,
a C � ñòðîêà

C =
(
v1 . . . vn

)
.

Ïðè ýòîì A � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ èíäåêñû i, j, äëÿ êîòî-
ðûõ ui 6= 0 è vj 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå rk(A) 6 rk(B) = 1 è rk(A) 6= 0, çíà÷èò, rk(A) = 1.

Îáðàòíî, ïóñòü ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, A ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòîëáöà íà ñòðîêó. Åñëè ñòðîêà (ñòîëáåö) ñîäåðæèò òîëüêî
íóëè, òî è ìàòðèöà A íóëåâàÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. I

3◦. Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(10.2)

Îáîçíà÷èì:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû;

b =


b1
b2
...
bm

 � ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé;

x =


x1
x2
...
xn

 � ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ.
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Òîãäà ñèñòåìà (10.2) ðàâíîñèëüíà ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

Ax = b.

Äåéñòâèòåëüíî, Ax � ýòî ñòîëáåö ëåâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (10.2).
Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû (10.2) ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 10.5. Åñëè ñèñòåìà (10.2) � êâàäðàòíàÿ (ò.å.m = n) è ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà,
òî ðåøåíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì x = A−1b.

J Ïîñêîëüêó |A| 6= 0, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà Ax = b
íà A−1 ñëåâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.I
Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ ýôôåêòèâíî, íàïðèìåð, êîãäà íåîáõîäèìî ðåøèòü ìíî-
ãî ñèñòåì ñ îäèíàêîâûìè ëåâûìè ÷àñòÿìè è ðàçëè÷íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 10.6. Åñëè ñèñòåìà (10.2) � îäíîðîäíàÿ, ò.å. b = 0, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ñèñòåìû � ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ýòîé
ñèñòåìû çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî (ýòî
óæå óïîìèíàëîñü â ëåêöèè 3). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé îäíîðîä-
íîé ñèñòåìû ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òîé æå ñèñòåìû.

J Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x1 è x2 � äâà ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ax = 0. Òîãäà
A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 = 0 + 0 = 0, è Aλx1 = λAx1 = λ0 = 0.I

Ïðåäëîæåíèå 10.7. Ïóñòü
Ax = b (10.3)

� ïðîèçâîëüíàÿ ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

Ax = 0 � (10.4)

� ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òîé æå ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, U � ïðîñòðàí-
ñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (10.4). Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (10.3) èìååò
âèä

x0 + U = {x0 + u : u ∈ U},

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (10.3). ×àñòî ýòîò ôàêò âûðàæà-
þò ñëåäóþùåé ôðàçîé: îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé åñòü ñóììà
ïðîèçâîëüíîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

J Åñëè u ∈ U , à x0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (10.3), òî

A(x0 + u) = Ax0 + Au = b+ 0 = b.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè x1 � åùå êàêîå-òî ðåøåíèå ñèñòåìû (10.3), òî

x1 = x0 + (x1 − x0) ∈ x0 + U,

òàê êàê
A(x1 − x0) = Ax1 − Ax0 = b− b = 0.

I

Äîêàæåì è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 10.8. Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn ìîæíî çàäàòü êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêî-
òîðîé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

J Ïóñòü U � ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn ðàçìåðíîñòè k ñ áàçîé e1, . . . , ek. Âåêòîðû èç Rn áóäåì
ñ÷èòàòü ñòîëáöàìè ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V âñåõ ñòðîê (a1, . . . , an), äëÿ êîòîðûõ

(a1 . . . an)ei = 0, i = 1, . . . , k. (10.5)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî V � ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâà
(10.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî a1, . . . , an, ñ ìàòðèöåé ðàíãà
k, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé V ðàâíà n − k. Îáîçíà÷èì m = n − k è âûáåðåì
áàçó a1, . . . , am ïîäïðîñòðàíñòâà V , ãäå ai = (ai1, . . . , ain). Çàïèøåì ìàòðèöó A = (aij) ðàçìåðà
m× n. Ïóñòü Ũ � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = 0. Òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ A, Au = 0
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ∈ U , èìååì U ⊆ Ũ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí m, â ñèëó
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè åå ñòðîê. Çíà÷èò, Ũ èìååò ðàçìåðíîñòü n−m = n− (n− k) = k � òó
æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è U . Ïîýòîìó U = Ũ .I

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðåäëîæåíèÿ 10.7: ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn, ò.å. ìíîæåñòâî òî÷åê,
ïîëó÷åííûõ ñäâèãîì ïîäïðîñòðàíñòâà U íà íåêîòîðûé âåêòîð x0 (ñì. ðèñ.)
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Ëåêöèÿ 11. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû: ãðóïïû.

1◦. Áèíàðíûå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ïóñòü X � ïðîèçâîëíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Áèíàðíîé îïåðàöèåé íà X
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ϕ : X × X → X. Îáû÷íî âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ ϕ(x, y)
èñïîëüçóþò áîëåå ïðèâû÷íóþ ôîðìó çàïèñè a + b (îïåðàöèÿ �+�) èëè a ∗ b (îïåðàöèÿ �∗�) èëè
a ◦ b èëè a · b (ïîñëåäíåå îáîçíà÷åíèå ÷àùå âñåãî ñîêðàùàåòñÿ äî ab.

Íàðÿäó ñ áèíàðíûìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå n-àðíûå îïåðàöèè ïðè n = 1, 2, 3, . . . Íà
ìíîæåñòâå X ìîæíî, êàê ïðàâèëî, çàäàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè ôèêñèðîâàííûìè îïåðàöè-
ÿìè íà íåì íàçûâàåòñÿ �àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé�. Íàïðèìåð, åñëè íà ìíîæåñòâå X îïðåäå-
ëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ∗, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
(X, ∗).

Êàê ïðàâèëî, èññëåäóþòñÿ íå ïðîèçâîëüíûå îïåðàöèè, à îïåðàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå îïðå-
äåëåííûì óñëîâèÿì (àêñèîìàì).

Îïðåäåëåíèå 11.3. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ∗ íà ìíîæåñòâå X (à òàêæå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
(X, ∗)) íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè

∀x, y, z ∈ X, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

Îïðåäåëåíèå 11.4. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ∗ íà ìíîæåñòâå X (à òàêæå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
(X, ∗)) íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè

∀x, y ∈ X, x ∗ y = y ∗ x.

Òåîðåìà 11.5. Ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèè ê
ëþáîìó ÷èñëó ýëåìåíòîâ íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê ìåæäó íèìè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ýòî ïðàâèëüíàÿ ðàññòàíîâêà ñêîáîê: êàæäîå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ∗ ê
äâóì âûðàæåíèÿì.

J Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 7.4 äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö.I

Îïðåäåëåíèå 11.6. Ìíîæåñòâî ñ îïðåäåëåííîé íà íåì áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé
íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå 11.7. Ýëåìåíò e ∈ X íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì èëè íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îò-
íîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè ∗ íà ìíîæåñòâå X, åñëè

∀x ∈ X, x ∗ e = e ∗ x = x.

Ïðåäëîæåíèå 11.8. Åñëè íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, òî îí � åäèíñòâåííûé.

J Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 7.10 äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö.I

Îïðåäåëåíèå 11.9. Ïîëóãðóïïà, â êîòîðîé åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò, íàçûâàåòñÿ ìîíîèäîì.

Îïðåäåëåíèå 11.10. Ïóñòü (X, ∗) � ìîíîèä ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e. Ýëåìåíò x ∈ X
íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò y ∈ X, äëÿ êîòîðîãî x ∗ y =
y ∗ x = e.
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Ïðåäëîæåíèå 11.11. Åñëè îáðàòíûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, òî îí � åäèíñòâåííûé.

J Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 7.13 äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö.I
Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè îáîçíà÷åíèå y = x−1 äëÿ ýëåìåíòà, îáðàòíîãî ê îáðà-
òèìîìó ýëåìåíòó x ìîíîèäà X.

Îïðåäåëåíèå 11.12. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà, êîëüöî, ïîëå, êîòîðûå
ìû îïðåäåëèì íèæå) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ êîíå÷íî, è áåñêîíå÷íîé â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ×èñëî ýëåìåíòîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû íàçûâàþò åå ïîðÿäêîì.

2◦. Îïðåäåëåíèå ãðóïïû. Ïîäãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 11.13. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé (G, ·) íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1) îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà: ∀a, b, c ∈ G, (ab)c = a(bc);
2) ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, (èëè åäèíèöà) e ∈ G, äëÿ êîòîðîãî ae = ea = a ïðè ëþáîì
a ∈ G.
3) ëþáîé ýëåìåíò a ∈ G îáðàòèì: ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a−1 ∈ G, äëÿ êîòîðîãî aa−1 = a−1a = e.
Èíûìè ñëîâàìè, ãðóïïà � ýòî ìîíîèä, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò îáðàòèì.

Îïðåäåëåíèå 11.14. Ãðóïïà G, â êîòîðîé îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà, ò.å.

∀a, b ∈ G, ab = ba,

íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, èëè àáåëåâîé ãðóïïîé.

Çàìå÷àíèå. Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì ab äëÿ ðåçóëüòàòà áèíàðíîé îïåðàöèè (òàêîå îáîçíà÷å-
íèå íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûì, à îïåðàöèþ â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî íàçûâàþò óìíîæåíè-
åì), ÷àñòî èñïîëüçóþò, îñîáåííî äëÿ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï, àääèòèâíîå îáîçíà÷åíèå îïåðàöèè
a + b (ñëîæåíèå). Â ýòîì ñëó÷àå íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íàçûâàþò íóëåâûì è îáîçíà÷àþò ñèì-
âîëîì 0, à îáðàòíûé ê ýëåìåíòó a îáîçíà÷àþò ÷åðåç (−a), ò.å. îáîçíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü ïðèâû÷íûå òîæäåñòâà a+ 0 = 0 + a = a, a+ (−a) = (−a) + a = 0.

Ïðèìåðû ãðóïï:
Z = (Z,+),
R∗ = ({x ∈ R : x 6= 0}, ·),
GLn(R) � ãðóïïà îáðàòèìûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ìàòðèö,
Sn � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.

Ïðåäëîæåíèå 11.15. Åñëè G � ãðóïïà, è a, b ∈ G, òî (a−1)−1 = a, (ab)−1 = b−1a−1.

J Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Âòîðîå ðàâåíñòâî ïðî-
âåðÿåòñÿ:

ab(b−1a−1) = aea−1 = aa−1 = e,

(b−1a−1)ab = beb−1 = bb−1 = e.

I

Îïðåäåëåíèå 11.16. Ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè
1) e ∈ H,
2) åñëè a, b ∈ H, òî ab ∈ H (ò. å. ïîäìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè),
3) åñëè a ∈ H, òî è a−1 ∈ H (ò. å. ïîäìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ îáðàòíîãî
ýëåìåíòà).
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Èíûìè ñëîâàìè, ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñàìà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, çà-
äàííîé â G.

Ïðèìåðû:
nZ = {nz : z ∈ Z} � ïîäãðóïïà â Z,
R∗+ = {x ∈ R : x > 0} � ïîäãðóïïà â R∗,
SLn(R) = {A ∈ GLn(R) : |A| = 1} � ïîäãðóïïà â GLn(R),
An � ïîäãðóïïà ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê â Sn.

Îïðåäåëåíèå 11.17. Ïóñòü G,L � ãðóïïû. Îòîáðàæåíèå f : G→ L íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ, ò.å. åñëè

∀a, b ∈ G, f(ab) = f(a)f(b).

Ïðåäëîæåíèå 11.18. Ïóñòü f : G → L � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà f(eG) = eL, f(a−1) =
(f(a))−1 äëÿ ëþáîãî a ∈ G.

J f(eG) = f(eGeG) = f(eG)f(eG). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà (f(eG))−1, ïîëó÷àåì ïåðâîå ðàâåíñòâî.
Èç íåãî âûâîäèì f(a)f(a−1) = f(eG) = eL, îòêóäà f(a−1) = (f(a))−1.I

Îïðåäåëåíèå 11.19. Ãîìîìîðôèçì ãðóïï, ÿâëÿþùèéñÿ áèåêòèâíûì (ñþðúåêòèâíûì, èíúåê-
òèâíûì) îòîáðàæåíèåì, íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì (ýïèìîðôèçìîì, ìîíîìîðôèçìîì). Ãðóïïû,
ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ G ∼= L).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü G,L,K � ïðîèçâîëüíûå ãðóïïû. Äîêàçàòü, ÷òî
1) G ∼= G;
2) åñëè G ∼= L, òî L ∼= G;
3) åñëè G ∼= L è L ∼= K, òî G ∼= K.
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Ëåêöèÿ 12. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà. Ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï. Èçîìîðôèçì öèêëè÷åñêèõ ãðóïï îäíîãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà Êýëè. Ñìåæíûå
êëàññû, òåîðåìà Ëàãðàíæà è åå ñëåäñòâèÿ.

1◦. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü g � ýëåìåíò ãðóïïû G. Îïðåäåëèì öåëûå ñòåïåíè ýëåìåíòà g
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) gn = gg · · · g︸ ︷︷ ︸

n ðàç

ïðè n > 0;

2) g0 = e;
3) gn = (g−1)−n ïðè n < 0.

Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü g � ýëåìåíò ãðóïïû G. Òîãäà

gm+n = gmgn, gmn = (gm)n ∀m,n ∈ Z.

J Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

g−n = (g−1)n = (gn)−1 äëÿ ëþáîãî n ∈ Z. (12.1)

Çàòåì äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Ïðè m > 0 è n > 0, à òàêæå ïðè m 6 0 è n 6 0 îíî î÷åâèäíî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé (è àññîöèàòèâíîñòè). Ïóñòü òåïåðü m > 0, n < 0,m + n > 0.
Òîãäà n′ = −n > 0, è

gmgn = gg · · · g︸ ︷︷ ︸
m ðàç

g−1g−1 · · · g−1︸ ︷︷ ︸
n′ ðàç

= gg · · · g︸ ︷︷ ︸
m−n′ ðàç

gg · · · g︸ ︷︷ ︸
n′ ðàç

g−1g−1 · · · g−1︸ ︷︷ ︸
n′ ðàç

= gm−n
′
= gm+n.

Òåïåðü ïóñòü m > 0, n < 0, m+ n < 0. Òîãäà n′ = −n > 0 è n′ −m > 0, çíà÷èò,

gmgn = gg · · · g︸ ︷︷ ︸
m ðàç

g−1g−1 · · · g−1︸ ︷︷ ︸
n′ ðàç

= gg · · · g︸ ︷︷ ︸
m ðàç

g−1g−1 · · · g−1︸ ︷︷ ︸
m ðàç

g−1g−1 · · · g−1︸ ︷︷ ︸
n′−m ðàç

= (g−1)n
′−m = gm−n

′
= gm+n.

Îñòàëüíûå âàðèàíòû çíàêîâ ÷èñåë m,n,m+ n ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Âòîðîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïåðâîãî è ñîîòíîøåíèÿ (12.1) I

Ñëåäñòâèå 12.3. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ñòåïåíåé ýëåìåíòà g ãðóïïû G � ïîäãðóïïà â ãðóïïå
G.

Îïðåäåëåíèå 12.4. Ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ öåëûõ ñòåïåíåé ýëåìåíòà g ãðóïïû G îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç < g > è íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì g. Ãðóï-
ïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè G =< g > äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G.

2◦. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà.

Ñëåäñòâèå 12.5. Ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà êîììóòàòèâíà.

J Ñëåäóåò èç òîæäåñòâà gmgn = gm+n = gngm.I

Îïðåäåëåíèå 12.6. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî n òàêîå, ÷òî gn = e. Îáîçíà÷åíèå n = ord(g). Åñëè òàêîãî ÷èñëà n íå ñóùåñòâóåò, ãîâîðÿò,
÷òî g � ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ord(g) =∞.
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Òåîðåìà 12.7. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G, ord(g) = | < g > |.

J Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ýëåìåíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ðàçëè÷íû,
à ñðåäè ñòåïåíåé ýëåìåíòà G êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n ðàçëè÷íû e = g0, g = g1, . . . , gn−1. Ïðåäïî-
ëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. gk = gl ïðè k > l. Òîãäà gk−l = e, çíà÷èò, ïîðÿäîê g êîíå÷åí. Íî ïðè
k < n = ord(g) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè n = ord(g), òî ëþáàÿ ñòåïåíü
ýëåìåíòà g ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç óêàçàííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k > n, òî k = nq + r, ãäå r
� îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà n, çíà÷èò, 0 6 k < n è gk = (gn)qgr = eqgr = gr. Åñëè æå k < 0, òî
gk = (gn−1)−k = g−k(n−1) è ïðèíàäëåæèò äàííîìó ìíîæåñòâó, ïî äîêàçàííîìó. I

Òåîðåìà 12.8. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà ëþáîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

J Ïóñòü G =< g >, H � ïîäãðóïïà â G. Åñëè H = {e}, òî H =< e >. Èíà÷å ñóùåñòâóåò
k = min{n > 0 : gn ∈ H}. Òîãäà åñëè gm ∈ H, ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì m íà k: m = kq+r, 0 6 r < k
è ïîëó÷èì gr = gm(gk)−q ∈ H, è â ñèëó âûáîðà k, r = 0, ò.å. gm = (gk)q. Çíà÷èò, H =< gk >.I

Òåîðåìà 12.9. Äâå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïîðÿäêè
(êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå) ðàâíû.

J Åñëè äâå ãðóïïû èçîìîðôíû, òî èõ ïîðÿäêè, î÷åâèäíî, ðàâíû, âåäü èçîìîðôèçì � âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Îáðàòíî, ïóñòü G =< a >, H =< b > è |G| = |H|.
Åñëè |G| = |H| = ∞, òî îòîáðàæåíèå ak 7→ bk, ∀k ∈ Z îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òàê êàê

ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ýëåìåíòà a ðàçëè÷íû, è èç òåîðåìû 12.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå �
èçîìîðôèçì.

Åñëè æå |G| = |H| = n <∞, òî, êàê ìû âèäåëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12.7,

G = {e = a0, a = a1, . . . , an−1},

H = {e = b0, b = b1, . . . , bn−1},

è ñíîâà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : ak 7→ bk, 0 6 k < n � èçîìîðôèçì. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ëþáîãî m ∈ Z ìîæíî çàïèñàòü m = nq + r, ãäå 0 6 r < n, îòêóäà am = anqar = ar,
bm = bnqbr = br, çíà÷èò, f(am) = f(ar) = br = bm, è ñíîâà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé
12.2.I

Áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà � ýòî, íàïðèìåð, ãðóïïà (Z,+). Ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ öèê-
ëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà n ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè: êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ n (ñì. ïîñòðîåíèå êîëüöà âû÷åòîâ íèæå), êàê ãðóïïó êîìïëåêñíûõ êîðíåé èç 1 ñòåïåíè
n (ñì. íèæå), èëè êàê ïîäãðóïïó â Sn, ïîðîæäåííóþ öèêëîì äëèíû n. Âîîáùå, êàê ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, èç ãðóïïû Sn ìîæíî �ïîñòðîèòü� ëþáóþ êîíå÷íóþ ãðóïïó.

Òåîðåìà 12.10. (Òåîðåìà Êýëè). Ëþáàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n èçîìîðôíà íåêîòîðîé
ïîäãðóïïå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê Sn.

J Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå σg : G→ G
ðàâåíñòâîì

σg(x) = gx ∀x ∈ G.

Î÷åâèäíî, ÷òî σg � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå: îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå èìååò âèä σg−1 .
Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g, h ∈ G èìååì

σgh(x) = (gh)x = g(hx) = g(σh(x)) = σg(σh(x)) ∀x ∈ G,
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ò.å. îòîáðàæåíèå g 7→ σg � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G â Sn. Ïðè ýòîì ïðè g 6= h èìååì
σg(e) = ge = g 6= h = he = σh(e), ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç G ïðè ýòîì ãîìîìîðôèçìå � ïîäãðóïïà
â Sn, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå G.I

3◦. Ñìåæíûå êëàññû. Òåîðåìà Ëàãðàíæà.

Îïðåäåëåíèå 12.11. Ïóñòü G � ãðóïïà, H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, g ∈ G � ïðîèçâîëüíûé ýëå-
ìåíò ãðóïïû G. Ìíîæåñòâî gH = {gh : h ∈ H} íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì ýëåìåíòà
g ïî ïîäãðóïïå H.

Íàïðèìåð, H = eH � ëåâûé ñìåæíûé êëàññ.
Óêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Ïðåäëîæåíèå 12.12. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà
1) Åñëè g ∈ G è g′ ∈ gH, òî g′H = gH.
2) Åñëè g1H è g2H � äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà, òî îíè ëèáî ðàâíû, ëèáî èìåþò ïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå.
3)
⋃
g∈G gH = G.

4) Åñëè ãðóïïà H êîíå÷íà, òî |gH| = |H| äëÿ ëþáîãî ëåâîãî ñìåæíîãî êëàññà gH.

J
1). Ïóñòü g ∈ G è g′ ∈ gH, òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h′ ∈ H, äëÿ êîòîðîãî g′ = gh′.
Äëÿ ëþáîãî h ∈ H èìååì g′h = (gh′)h = g(h′h) ∈ gH, îòêóäà g′H ⊆ gH. Îáðàòíî,
gh = (g′h′−1)h = g′(h′−1h) ∈ g′H, çíà÷èò, gH ⊆ g′H.
2) Äîïóñòèì, ÷òî g1H ∩ g2H 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ g1H ∩ g2H, ïðè ýòîì, ñîãëàñíî
1), g1H = gH = g2H.
3) Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäãðóïïû, e ∈ H, çíà÷èò, g = ge ∈ gH äëÿ ëþáîãî g ∈ G.
4) Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå h 7→ gh óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ýëåìåíòàìè ïîäãðóïïû H è ýëåìåíòàìè ëåâîãî ñìåæíîãî êëàññà gH: äåéñòâèòåëüíî, èç
gh1 = gh2 óìíîæåíèåì ñëåâà íà g−1 ïîëó÷àåì h1 = h2. Çíà÷èò, ìîùíîñòè ìíîæåñòâ H è gH
ðàâíû.I

Çàìå÷àíèå 1. Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû � ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îòíî-
øåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè âèäà

g ∼ f
def⇔ f−1g ∈ H.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå îòíîøåíèå íà ñàìîì äåëå åñòü îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) g ∼ g ∀g ∈ G (ðåôëåêñèâíîñòü);
2) g ∼ f ⇒ f ∼ g (ñèììåòðè÷íîñòü); 3) g ∼ f, f ∼ u⇒ g ∼ u (òðàíçèòèâíîñòü).

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû Hg ýëåìåíòîâ ãðóïïû G
ïî åå ïîäãðóïïå H. Èõ ñâîéñòâà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Òåîðåìà 12.13. (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � ïîäãðóïïà â G.
Òîãäà ïîðÿäîê ïîäãðóïïû H äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G.

J Ïóñòü k � ÷èñëî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H. Èç
ïðåäëîæåíèÿ 12.12(2,4) ñëåäóåò, ÷òî âñåãî â íèõ ñäåðæèòñÿ k|H| ýëåìåíòîâ, à èç 12.12(3) � ÷òî
|G| = k|H|.I

Ñëåäñòâèå 12.14. Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.
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J Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g ∈ G, òî ord(g)
12.7
= | < g > | |G|.I

Ñëåäñòâèå 12.15. Åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû G � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ãðóïïà G � öèêëè÷åñêàÿ.

J Ïóñòü |G| = p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó p > 1, â G åñòü ýëåìåíò g 6= e. Ïîëîæèì

H =< g >, òîãäà |H| > 1 è |H| p, çíà÷èò, |H| = p è H = G.I

4◦. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû è ôàêòîð-ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 12.16. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè ëåâûå ñìåæíûå
êëàññû ïî H ñîâïàäàþò ñ ïðàâûìè:

gH = Hg ∀g ∈ G.

Îáîçíà÷åíèå: H �G.

Ïðåäëîæåíèå 12.17. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀g ∈ G, h ∈ H, ghg−1 ∈ H. (12.2)

J Ïóñòü H � G, g ∈ G, h ∈ H. Òîãäà gh ∈ Hg, ò.å. gh = h′g äëÿ íåêîòîðîãî h′ ∈ H. Íî òîãäà
ghg−1 = h′ ∈ H. Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî (12.2), è g ∈ G. Ïîêàæåì, ÷òî gH ⊆ Hg. Äëÿ ëþáîãî
h ∈ H ïîëîæèì ghg−1 = h′ ∈ H. Ïîëó÷èì gh = h′g ∈ Hg. Çíà÷èò, gH ⊆ Hg. Àíàëîãè÷íî,
ïðèìåíèì (12.2) ê g−1 âìåñòî g: g−1hg = h′ ∈ H, îòêóäà hg = gh′ è, ñëåäîâàòåëüíî, Hg ⊆ gH.
Èòàê, gH = Hg, è H �G.I

Ñëåäñòâèå 12.18. Åñëè ãðóïïà G êîììóòàòèâíà, òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà â G íîðìàëüíà.

J Èñïîëüçóåì 12.17 è ó÷èòûâåì, ÷òî â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå ghg−1 = h.I

Åùå ïðèìåðû íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï (äîêàçàòåëüñòâî íîðìàëüíîñòè � óïðàæíåíèå):
{e}�G è G�G äëÿ ëþáîé ãðóïïû G.
An � Sn.
SLn(R) �GLn(R).

Íà ìíîæåñòâå ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ìîæíî îïðåäåëèòü
îïåðàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g1H · g2H = (g1g2)H ∀g1, g2 ∈ G (12.3)

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ: ïóñòü g′1H = g1H, g′2H = g2H. Ýòî çíà÷èò,
÷òî g′1 = g1h1 è g

′
2 = g2h2 äëÿ íåêîòîðûõ h1, h2 ∈ H, îòêóäà

g′1g
′
2 = g1h1g2h2 = g1g2 g

−1
2 h1g2︸ ︷︷ ︸
∈H

h2 ∈ g1g2H.

Ñëåäîâàòåëüíî, g′1g
′
2H = g1g2H â ñèëó 12.12(1). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííàÿ îïåðàöèÿ çàäàåò

ñòðóêòóðó ãðóïïû íà ìíîæåñòâå ñìåæíûõ êëàññîâ (ïðîâåðêà îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 12.19. Ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå
H ñ îïåðàöèåé (12.3) íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé ãðóïïû G ïî H è îáîçíà÷àåòñÿ: G/H.

Ïðèìåð: Z/nZ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èç n ýëåìåíòîâ. Êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåé ëåêöèè,
íà ýòîé ãðóïïå èìååòñÿ áîëåå áîãàòàÿ ñòðóêòóðà � ñòðóêòóðà êîëüöà.
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Ëåêöèÿ 13. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû: êîëüöà, ïîëÿ.

1◦. Ïîíÿòèå êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 13.1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (R,+, ·) íà-
çûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1) (R,+) � àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0;
2) ∀a, b, c ∈ R, (a+ b)c = ac+ bc;
3) ∀a, b, c ∈ R, a(b+ c) = ab+ ac.

Ïîñëåäíèå äâå àêñèîìû íàçûâàþò àêñèîìàìè, èëè çàêîíàìè, äèñòðèáóòèâíîñòè.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ,

ò.å. ∀a, b, c ∈ R, (ab)c = a(bc),
òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì êîëüöîì.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ,
ò.å. ∀a, b ∈ R, ab = ba,
òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.

Åñëè â êîëüöå R èìååòñÿ ýëåìåíò, íåéòðàëüíûé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ (îáû÷íî îáîçíà-
÷àåòñÿ áóêâîé e èëè öèôðîé 1), òî ãîâîðÿò, ÷òî R � êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Ãðóïïó (R,+) èç àêñèîìû 1) íàçûâàþò àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà R.

Ïðåäëîæåíèå 13.2. Â ëþáîì êîëüöå R âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

a · 0 = 0 · a = 0 ∀a ∈ R;

a(−b) = (−a)b = −(ab), (−a)(−b) = ab ∀a, b ∈ R.

J Ïóñòü a � ýëåìåíò êîëüöà R. Èìååì a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0. Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì
ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà a · 0 = a · 0 + a · 0 ýëåìåíò −(a · 0):

a · 0 + (−(a · 0)) = 0 = a · 0 + a · 0 + (−(a · 0)) = a · 0 + 0 = a · 0.

Ðàâåíñòâî 0 · a = 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåïåðü âèäíî, ÷òî

a(−b) + ab = a(b+ (−b)) = a0 = 0⇒ a(−b) = −(ab).

Ñîîòíîøåíèå (−a)b = −(ab) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàêîíåö, (−a)(−b) = −(a(−b)) =
−(−ab) = ab.I

Â íàøåì êóðñå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñå êîëüöà ïðåäïîëàãàþòñÿ
àññîöèàòèâíûìè è èìåþùèìè åäèíèöó.

Ïðèìåðû:
Z, Q, R ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë (êîììóòàòèâíûå êîëüöà);
Mn(R) � ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
ìàòðèö (íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî ïðè n > 1).

2◦. Êîëüöî âû÷åòîâ. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðóïïó (Z/nZ,+)
ãðóïïû (Z,+) ïî ïîäãðóïïå nZ. Ñìåæíûå êëàññû â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä a + nZ, a ∈ Z.
Ââåäåì áîëåå êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå: a + nZ = a. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íà ôàêòîð-ãðóïïå òîãäà
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

a+ b = a+ b.
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Îïðåäåëèì åùå îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå Z/nZ ðàâåíñòâîì

a · b = ab ∀a, b ∈ Z. (13.1)

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Ïóñòü a′ = a è b′ = b. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà k, l, òàêèå, ÷òî a′ = a+nk, b′ = b+nl. Òîãäà a′b′ = ab+anl+nkb+n2kl =
ab+ n(al + bk + nkl), ò.å. a′b′ ∈ ab+ nZ, èëè a′b′ = ab.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óêàçàííûå âûøå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå ñìåæíûõ êëàññîâ Z/nZ îïðå-
äåëÿþò ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíöåé. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî
êîëüöî ÷åðåç Zn.

Ïðåäëîæåíèå 13.3. Êîëüöî Zn ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ:

0, 1, . . . n− 1.

J Ëþáîå öåëîå ÷èñëî m ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå m = nq + r, ãäå 0 6 r < n (äåëåíèå ñ
îñòàòêîì). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü q � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî r = m − nq > 0.
Åñëè áû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî r > n, òî ïîëó÷èëîñü áû, ÷òî 0 6 r − n = m− (q + 1)n, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó q. Òåïåðü âèäíî, ÷òî m = r. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñìåæíûå êëàññû
0, . . . , n− 1 ðàçëè÷íû. Â ñàìîì äåëå, åñëè 0 6 i < j < n, è i = j, òî ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå:
0 < j − i = nk < n, ãäå k � öåëîå ÷èñëî.I

Äëÿ ïðèìåðà ñîñòàâèì òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â êîëüöå Z6:

Ñëîæåíèå: a+ b

a�b 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

Óìíîæåíèå: ab

a�b 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1

3◦. Îáðàòèìûå ýëåìåíòû è äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöàõ.

Îïðåäåëåíèå 13.4. Ïóñòü R � êîëüöî ñ åäèíèöåé e. Ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ R, òàêîé, ÷òî ab = ba = e. Êàê è â ñëó÷àå ãðóïï, ìîæíî ïðîâåðèòü
åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà b è ââåñòè äëÿ íåãî îáîçíà÷åíèå a−1.

Ïðåäëîæåíèå 13.5. Îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ â ýòîì êîëüöå.

J Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ: ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî àññîöèàòèâíûå
êîëüöà. Åäèíèöà êîëüöà, î÷åâèäíî, îáðàòèìûé ýëåìåíò: ee = e. Íàêîíåö, àêñèîìà îáðàòèìîñòè
âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòèìîãî ýëåìåíòà.I

Ãðóïïà, îïðåäåëåííàÿ â 13.5, íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà R è îáîçíà-
÷àåòñÿ R∗.

Îïðåäåëåíèå 13.6. Ïóñòü R � êîëüöî. Ýëåìåíò a ∈ R, îòëè÷íûé îò 0, íàçûâàåòñÿ ëåâûì äå-
ëèòåëåì íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ R, îòëè÷íûé îò 0, äëÿ êîòîðîãî ab = 0. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå äåëèòåëè íóëÿ. Ýëåìåíò, ÿâëÿþùèéñÿ ëåâûì èëè ïðàâûì äåëèòåëåì íó-
ëÿ, íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ.
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Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A 6= 0 ïîðÿäêà n ðàâíîñèëüíû óñëî-
âèÿ:
(1) A � âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà;
(2) A � ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ â êîëüöå Mn(R);
(3) A � ïðàâûé äåëèòåëü íóëÿ â êîëüöå Mn(R).

Ïðåäëîæåíèå 13.7. Îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ.

J Ïóñòü a ∈ R∗ è ab = 0 äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R. Òîãäà a−1ab = b è a−1ab = a−10 = 0, îòêóäà
b = 0. Çíà÷èò, a íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì äåëèòåëåì íóëÿ. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a íå ÿâëÿåòñÿ
ïðàâûì äåëèòåëåì íóëÿ.I

4◦. Ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 13.8. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé e 6= 0,
â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì.

Èíûìè ñëîâàìè, àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî R åñòü ïîëå, åñëè R∗ = R \ {0}.
Ïðèìåðû ïîëåé:

Q, R.
Ïîä÷åðêíåì îñîáóþ âàæíîñòü ïîíÿòèÿ ïîëÿ: âñå, ÷òî ãîâîðèëîñü î ëèíåéíûõ

óðàâíåíèÿõ, ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòÿõ, ìàòðèöàõ, îïðåäåëèòåëÿõ è ò.ä. íàä ïîëåì R,
íà ñàìîì äåëå âåðíî äëÿ óðàâíåíèé, âåêòîðîâ, ìàòðèö, îïðåäåëèòåëåé íàä ïðîèç-
âîëüíûì ïîëåì. Íàäî òîëüêî âñïîìíèòü, ÷òî â ðàññóæäåíèÿõ íà ýòè òåìû ìû ïîëü-
çîâàëèñü òîëüêî îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ íà ÷èñëî, íå ðàâíîå
0.

Òåîðåìà 13.9. Êîëüöî âû÷åòîâ Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n � ïðîñòîå
÷èñëî.

J Ïóñòü Zn � ïîëå. Åñëè n = ab, ãäå 1 < a < n, òî 1 < b < n, ïîýòîìó a 6= 0, b 6= 0, íî
ab = ab = n = 0, ò.å. a � äåëèòåëü íóëÿ â Zn, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò 13.7.

Îáðàòíî, ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî, è a � íåíóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà Zn, ò. å. a íå äåëèòñÿ
íà n. Ðàññìîòðèì êëàññû 0, a, 2a, . . . , (n− 1)a è ïîêàæåì, ÷òî âñå ýòè êëàññû ðàçëè÷íû.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ai = aj ïðè 0 6 i < j < n, òî n a(j − i), ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê íè îäíî
èç ÷èñåë a è j − i íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî n. Çíà÷èò, ñðåäè ýòèõ êëàññîâ åñòü è êëàññ 1,
ò.å. ai = ai = 1 äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, ò.å. a � îáðàòèìûé ýëåìåíò.I

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûì åùå Åâêëèäó ôàêòîì: ðàç-
ëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè åäèíñòâåííî. Â äàëüíåéøåì ìû äîêàæåì
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî áóäåò ëåãêî ïåðåäå-
ëàòü â äîêàçàòåëüñòâî äëÿ öåëûõ ÷èñåë.

Åùå çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ôàêò: êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå àñ-
ñîöèàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ñ åäèíèöåé e 6= 0 � ïîëå. Çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà,
ïðèíàäëåæàùàÿ Âåääåðáàðíó, óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîå íåíóëåâîå êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëü-
öî áåç äåëèòåëåé íóëÿ � ïîëå, ò.å. â ñëó÷àå êîíå÷íîãî êîëüöà è êîììóòàòèâíîñòü, è íàëè÷èå
åäèíèöû ñëåäóþò èç àññîöèàòèâíîñòè.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ìû ïîñòðîèëè ïîëå Zp èç p ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 13.10. Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F (îáîçíà÷åíèå charF ) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê
åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e â àääèòèâíîé ãðóïïå (F,+). Åñëè ýòîò ïîðÿäîê áåñêîíå÷åí, òî ñ÷èòàþò,
÷òî charF = 0.
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Ïðèìåðû: charQ = charR = 0, charZp = p, åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 13.11. Õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ïîëÿ F � ëèáî 0, ëèáî ïðîñòîå ÷èñëî.

J Ôàêòè÷åñêè ìû ïîâòîðèì ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13.9. Ïóñòü charF = n > 0, ò.å. n �
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî n · e = 0. Åñëè n = ab, ãäå 1 < a < n, òî 1 < b < n,
òî a · e 6= 0, b · e 6= 0, íî

(a · e)(b · e) = (e+ e+ . . .+ e︸ ︷︷ ︸
a ðàç

)(e+ e+ . . .+ e︸ ︷︷ ︸
b ðàç

) = (e+ e+ . . .+ e︸ ︷︷ ︸
ab=n ðàç

) = n · e = 0.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî a · e � äåëèòåëü íóëÿ â ïîëå, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ââèäó 13.7.I

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëÿ, íå èçîìîðôíûå Zp äëÿ ïðîñòûõ p. Èìåííî, ñïðà-
âåäëèâà

Òåîðåìà 13.12. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ïîëå èç pk ýëåìåíòîâ (îíî îáîçíà÷àåòñÿ GF (pk),
ñîêðàùåíèå ñëîâ Galois �eld � ïîëå Ãàëóà.)

Íà äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ó íàñ íåò âðåìåíè, íî ïðèìåð � ïîëå GF (4) � ìû ïîñòðîèì.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè F � ïîëå èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ, òî êðîìå 0 è 1 â íåì åñòü åùå 2 ýëåìåíòà.

Îáîçíà÷èì èõ α è β. Ïîëîæèì charF = p. Ïîñêîëüêó, ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ëàãðàíæà, p 4,
è p � ïðîñòîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì p = 2. Òàêèì îáðàçîì, â F 1+1=0, ïîýòîìó α + α = β + β = 0.
Äàëåå, α + 1 6= 0, α + 1 6= 1 è α + 1 6= α, çíà÷èò, α + 1 = β. Ýòî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò òàáëèöó
ñëîæåíèÿ â ïîëå F :

Ñëîæåíèå: a+ b

a�b 0 1 α β

0 0 1 α β

1 1 0 β α

α α β 0 1

β β α 1 0

Ïåðåéäåì ê òàáëèöå óìíîæåíèÿ. Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü αα, ïîñêîëüêó òîãäà îñòàëüíûå
ïðîèçâåäåíèÿ íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî. Íî αα 6= 0, èíà÷å α � äåëèòåëü íóëÿ. Àíàëîãè÷íî, αα 6= α,
èíà÷å α(α+ 1) = 0 è îïÿòü α � äåëèòåëü íóëÿ. Íàêîíåö, åñëè αα = 1, òî ββ = (α+ 1)(α+ 1) =
1+α+α+1 = 0, çíà÷èò β � äåëèòåëü íóëÿ. Îñòàåòñÿ òîëüêî îäíà âîçìîæíîñòü: αα = β. Òåïåðü
òàáëèöó óìíîæåíèÿ â F ëåãêî äîñòðîèòü (íàïðèìåð, αβ = α(α + 1) = αα + α = α + 1 + α = 1):

Óìíîæåíèå: ab

a�b 0 1 α β

0 0 0 0 0

1 0 1 α β

α 0 α β 1

β 0 β 1 α

Ñòðîãî ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ åùå ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ àêñèîì êîëüöà äëÿ ââåäåííûõ îïåðàöèé,
íî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ëèáî ïðîñòûì, íî äëèííûì ïåðåáîðîì, ëèáî âûâåñòè èç îáùèõ ñîîáðà-
æåíèé, äîêàçûâàþùèõ òåîðåìó 13.12.

Óïîìÿíåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäèí âàæíûé ôàêò:

Òåîðåìà 13.13. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Íàïðèìåð, â ïîñòðîåííîì âûøå ïîëå F èç 4 ýëåìåíòîâ F ∗ = {1, α, β} = {1, α, α2} =< α >.
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Ëåêöèÿ 14. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Ìîäóëü è àðãó-
ìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Àëãåáðàè÷åñêàÿ è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è åå ñâîéñòâà. Ôîð-
ìóëà Ìóàâðà. Êîðíè öåëîé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ
êîðíåé èç åäèíèöû.

1◦. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Íà ìíîæåñòâå R× R îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôîðìóëàìè

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)
(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + b1a2)

∀(a1, b1), (a2, b2) ∈ R× R. (14.1)

Òåîðåìà 14.1. Ìíîæåñòâî R× R ñ îïåðàöèÿìè (14.1) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

J Âñå àêñèîìû ïîëÿ ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû íåïîñðåäñòâåííî. Îäíàêî, ïðîùå çàìåòèòü, ÷òî

êàæäîé ïàðå (a, b) ∈ R×R ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó

(
a b
−b a

)
, è òîãäà îïåðàöèè (14.1) ïðå-

âðàùàþòñÿ â îáû÷íûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè: äëÿ ñëîæåíèÿ ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ óìíîæåíèÿ
âû÷èñëèì:(

a1 b1
−b1 a1

)(
a2 b2
−b2 a2

)
=

(
a1a2 − b1b2 a1b2 + b1a2
−b1a2 − a1b2 −b1b2 + a1a2

)
∀(a1, b1), (a2, b2) ∈ R× R. (14.2)

Ýòî ñðàçó äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå àêñèîì àääèòèâíîé ãðóïïû, àññîöèàòèâíîñòè, äèñòðèáóòèâ-
íîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíèöû. Êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ î÷åâèäíà èç ñèììåòðè÷íîñòè
âûðàæåíèÿ äëÿ (a1, b1)(a2, b2). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åñëè

0 6= A =

(
a b
−b a

)
,

òî
|A| = a2 + b2 6= 0,

è ñóùåñòâóåò ìàòðèöà

A−1 =
1

|A|

(
a −b
b a

)
,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

(
a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
.I

Îïðåäåëåíèå 14.2. Ïîëå C = {(a, b) : a, b ∈ R} ñ îïåðàöèÿìè (14.1) íàçûâàåòñÿ ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïëîñêîñòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìîé êîîðäèíàò íàçûâàþò êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòüþ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïàðû âèäà (a, 0), a ∈ R, ñîîòâåòñòâóþò ñêàëÿðíûì ìàòðèöàì, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îáðàçóþò ïîäïîëå â C, èçîìîðôíîå ïîëþ R. Ïîýòîìó ìîæíî îòîæäåñòâèòü ïàðó (a, 0)
ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a (òî÷êè îñè àáñöèññ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàòü êàê
òî÷êè äåéñòâèòåëüíîé ÷èñëîâîé îñè), ïîýòîìó îñü àáñöèññ òàêæå íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé
îñüþ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äàëåå, ïîëîæèì i = (0, 1). Òîãäà

i2 = (0, 1)(0, 1)
(14.1)
= (0 · 0− 1 · 1, 1 · 0 + 0 · 1) = (−1, 0) = −1.

Ýòî îáúÿñíÿåò íàçâàíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà i � ìíèìàÿ åäèíèöà, à òàêæå ÷èñåë âèäà
bi = (b, 0)(0, 1), b ∈ R � ÷èñòî ìíèìûå ÷èñëà. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ýòè ÷èñëà ñîîò-
âåòñòâóþò òî÷êàì îñè îðäèíàò, ïîýòîìó îñü îðäèíàò íàçûâàþò ìíèìîé îñüþ êîìïëåêñíîé
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ïëîñêîñòè. Äàëåå, ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå z = x + iy. Ñî-
îòâåòñòâåííî, x = Re z è y = Im z íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà
z = x+ iy.

2◦. Ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ââåäåì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íàðÿäó ñ
äåêàðòîâîé, ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, ϕ):

Òîãäà x = r cosϕ, y = r sinϕ, r =
√
x2 + y2.

Îïðåäåëåíèå 14.3. Íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî |z| = r =
√
x2 + y2 íàçûâàåòñÿ

ìîäóëåì, à óãîë arg z = ϕ � àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + yi. Î÷åâèäíî, èç îïðå-
äåëåíèÿ ñëåäóåò z = r(cosϕ + i sinϕ). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ñëåäóåò çàìåòèìòü, ÷òî àðãóìåíò íåíóëåâîãî êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π, à àðãóìåíò ÷èñëà z = 0 íå
îïðåäåëåí.

Ïðåäëîæåíèå 14.4. (Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë z, w ∈ C,

|z + w| 6 |z|+ |w|.

J Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñêëàäûâàþòñÿ êàê îáû÷íûå âåêòîðû, ïî �ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà�.I

Ïðåäëîæåíèå 14.5. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë z, w ∈ C,

|zw| = |z||w|
arg(zw) = arg z + argw.

(14.3)

J Ïóñòü z = r(cosϕ+ i sinϕ), w = s(cosψ + i sinψ). Òîãäà

zw = rs(cosϕ+ i sinϕ)(cosψ + i sinψ)
= rs((cosϕ cosψ − sinϕ sinψ) + i(cosϕ sinψ + sinϕ cosψ))
= rs(cos(ϕ+ ψ) + i sin(ϕ+ ψ)).

I
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3◦. Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 14.6. Ïóñòü z = x+ iy ∈ C. ×èñëî z = x− iy íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ÷èñëó
z.

Ïðåäëîæåíèå 14.7. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë z, w ∈ C âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:
1) z = z;
2) z + w = z + w;
3) zw = z w;
4) z + z = 2 Re z ∈ R, zz = |z|2 ∈ R;
5) |z| = |z|, arg z = − arg z.

J Ðàâåíñòâà 1, 2, 4, 5 î÷åâèäíû. Ðàâåíñòâî 3 ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ
(14.1), à ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñîïðÿæåíèþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a + bi ñîîòâåòñòâóåò òðàíñïî-

íèðîâàíèå ìàòðèöû

(
a b
−b a

)
.I

4◦. Ôîðìóëà Ìóàâðà. Êîðíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 14.8. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = r(cosϕ + i sinϕ) è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà Ìóàâðà:

zn = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ)).

J Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 1 ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ z. Ðàññìîòðèì zn+1:

zn+1 = znz = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ))r(cosϕ+ i sinϕ) = rn+1(cos((n+ 1)ϕ) + i sin((n+ 1)ϕ)).

I

Âûâåäåì èç ôîðìóëû Ìóàâðà âûðàæåíèå äëÿ êîðíåé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 14.9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n
√
z ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

wn = z.

Ïóñòü z = r(cosϕ + i sinϕ), w = s(cosψ + i sinψ) è wn = z. Òîãäà sn = r, îòêóäà s =
n
√
r � ïîëîæèòåëüíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü èç ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, ÷òî

îïðåäåëÿåò ÷èñëî |w|. Ðàâåíñòâà cos(nψ) = cosϕ è sin(nψ) = sinϕ ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî nψ =

ϕ+2πk, ãäå k ∈ Z. Ïîëó÷àåì ψ =
ϕ+ 2πk

n
, k ∈ Z, ïðè÷åì ÷èñëà wk = s

(
cos ϕ+2πk

n
+ i sin ϕ+2πk

n

)
è wk′ = s(cos ϕ+2πk′

n
+ i sin ϕ+2πk′

n
) ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k ≡ k′ (mod n). Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 14.10. Äëÿ íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = r(cosϕ+ i sinϕ),

n
√
z =

{
n
√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
: k = 0, 1, . . . , n− 1

}
. (14.4)

ßñíî, ÷òî ýëåìåíòû óêàçàííîãî ìíîæåñòâà � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðè÷åì îäíà èç âåðøèí n-óãîëüíèêà èìååò ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ( n

√
r, ϕ

n
):
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5◦. Ãðóïïà êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé z = 1 â (14.4). Ïîñêîëüêó
1 = 1(cos 0 + i sin 0), èìååì

n
√

1 =

{
cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
: k = 0, 1, . . . , n− 1

}
. (14.5)

Ïðåäëîæåíèå 14.11. Ìíîæåñòâî Un êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïîé ïîðÿäêà n îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ â C.

J Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî Un � ïîäãðóïïà â C∗. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òðè ôàêòà: 1n = 1 ⇒
1 ∈ Un, a, b ∈ Un ⇒ (ab)n = anbn = 1 · 1 = 1 ⇒ ab ∈ Un è an ∈ Un ⇒ (a−1)n = (an)−1 = 1−1 = 1.
Äàëåå ïóñòü εk = cos 2πk

n
+ i sin 2πk

n
, òîãäà ïî ôîðìóëå Ìóàâðà εk = εk1, ò.å. Un =< ε1 >.I

Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû Un íàçûâàþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè èç åäèíèöû.
Ãåîìåòðè÷åñêè êîðíè ñòåïåíè n èç åäèíèöû � ýòî âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðè÷åì îäíà èç âåðøèí n-óãîëüíèêà ðàñïîëîæåíà â òî÷êå 1 ñ
êîîðäèíàòàìè (1,0):
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Ïðåäëîæåíèå 14.12. Ìíîæåñòâî U =
⋃
n>0 Un âñåâîçìîæíûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé èç 1 �

ïîäãðóïïà â C∗.

J Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a ∈ Un è b ∈ Um, òî ab ∈ U . Íî

(ab)mn = amnbmn = (an)m(bm)n = 1m1n = 1⇒ ab ∈ Umn ⊂ U.

I
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Ëåêöèÿ 15. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì. Âîçìîæíîñòü è
åäèíñòâåííîñòü äåëåíèÿ íà íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì. Íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, åãî âûðàæåíèå ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû, àëãîðèòì Åâêëèäà.

1◦. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì.

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì F îò ïåðåìåííîé x íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîå âû-
ðàæåíèå âèäà

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, (15.1)

ãäå a0, a1, . . . , an ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ïîëÿ F , íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà,
n > 0. Êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà aix

i íàçûâàåòñÿ îäíî÷ëåíîì. Ìíîãî÷ëåíû, îòëè÷àþùèåñÿ íåêî-
òîðûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè (áîëåå ñòðîãî
ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ êàê áåñêîíå÷íàÿ ñóììà îäíî÷ëåíîâ, â êîòîðûõ âñå êîýôôèöèåíòû, êðî-
ìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, ðàâíû íóëþ, è çàïèñü (15.1) � ïðîñòî ñîêðàùåíèå äëÿ ýòîé áåñêîíå÷íîé
ñóììû). Îïåðàöèè íàä ìíîãî÷ëåíàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

g(x) = bmx
m + am−1x

m−1 + . . .+ b1x+ b0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóììû áóäåì ñ÷èòàòü, ïðè íåîáõîäèìîñòè äîáàâëÿÿ ñëàãàåìûå ñ íóëåâûìè
êîýôôèöèåíòàìè ê îäíîìó èç ìíîãî÷ëåíîâ, ÷òî m = n è ïîëîæèì

f(x) + g(x) = (an + bn)xn + (an−1 + bn−1)x
n−1 + . . .+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0).

Ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) îïðåäåëèì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü åñòåñòâåííûå
ðàâåíñòâà xixj = xi+j è çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè:

f(x)g(x) = anbmx
n+m + . . .+ (

k∑
i=0

aibk−i)x
k + . . .+ a0b0.

(åñòåñòâåííî, ai = 0 ïðè i > n è bj = 0 ïðè j > m).

Ïðåäëîæåíèå 15.2. Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ óêàçàííûìè âûøå îïåðàöèÿìè � àññîöèàòèâ-
íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

J Ïðîâåðèì äèñòðèáóòèâíîñòü. Ïóñòü

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

g1(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b1x+ b0,

g2(x) = b′mx
m + b′m−1x

m−1 + . . .+ b′1x+ b′0.

Òîãäà

f(x)(g1(x) + g2(x)) = an(bm + b′m)xn+m + . . .+
(∑k

i=0 ai(bk−i + b′k−i)
)
xk + . . .+ a0(b0 + b′0)

= (anbm + anb
′
m)xn+m + . . .+(

(
∑k

i=0 aibk−i) + (
∑k

i=0 aib
′
k−i)

)
xk + . . .+

a0b0 + a0b
′
0 = f(x)g1(x) + f(x)g2(x).

Àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäóåò èç äèñòðèáóòèâíîñòè è òîãî,
÷òî ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò óìíîæåíèå îäíî÷ëåíîâ:

xi(xjxk) = xi+j+k = (xixj)xk; xixj = xi+j = xjxi.
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I

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x íàä ïîëåì F îáîçíà÷àåòñÿ F [x]. Â äàííîé ëåêöèè ìû
ðàññìàòðèâàåì ìíîãî÷ëåíû íàä ïðîèçâîëüíûì ôèêñèðîâàííûì ïîëåì.

2◦. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå 15.3. Ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x) = anx
n + . . . + a1x + a0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî n,

åñëè an 6= 0. Îáîçíà÷åíèå: deg f(x).

Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, ñòåïåíü íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà íå îïðåäåëåíà.
Èíîãäà óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî deg 0 = −∞.

Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 0 (è íóëåâîé ìíîãî÷ëåí) íàçûâàþò êîíñòàíòàìè.

Ïðåäëîæåíèå 15.4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íàä ïîëåì F , âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

deg(f(x) + g(x)) 6 max{deg f(x), deg g(x)} (èëè f(x) + g(x) = 0);
deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x).

(15.2)

J Ïóñòü f(x) = anx
n +an−1x

n−1 + . . .+a1x+a0, g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b1x+ b0, ïðè÷åì
an 6= 0, bm 6= 0 è n > m. Ïîëàãàÿ bm+1 = . . . = bn = 0, ïîëó÷èì

f(x) + g(x) = (an + bn)xn + . . .+ (a0 + b0),

îòêóäà deg(f(x) + g(x)) = n ïðè an + bn 6= 0 (â ÷àñòíîñòè, ïðè m < n) è deg(f(x) + g(x)) < n
ïðè an + bn = 0.

Äàëåå, f(x)g(x) = anbmx
n+m + . . . + a0b0, è anbm 6= 0, òàê êàê â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ,

çíà÷èò, deg(f(x)g(x)) = n+m. I

Ñëåäñòâèå 15.5. Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

J Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f(x) 6= 0 è g(x) 6= 0, òî deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x) > 0.I

Òåîðåìà 15.6. Ïóñòü F � ïîëå. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ F [x] è íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà
g(x) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

f(x) = q(x)g(x) + r(x);
r(x) = 0 ëèáî deg r(x) < deg g(x).

(15.3)

J Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ q(x) è r(x). Åñëè f(x) = 0, òî ïîäõîäÿò ìíîãî÷ëåíû
q(x) = r(x) = 0. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) 6= 0, deg f(x) = n è f(x) = anx

n + an−1x
n−1 +

. . . + a0. Îáîçíà÷èì g(x) = bmx
m + . . . + b0, ãäå bm 6= 0, è äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå èñêîìûõ

ìíîãî÷ëåíîâ èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n < m ìîæíî ïîëîæèòü q(x) = 0, r(x) = f(x) � ýòî äàåò
áàçó èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå n óòâåðæäåíèå èñòèííî, è
äîêàæåì åãî äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n > m. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f1(x) = f(x)− anb−1m g(x)xn−m = anx
n + . . .− anb−1m bmx

mxn−m − . . . = anx
n + . . .− anxn − . . . .

Âèäíî, ÷òî deg f1(x) < n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì f1(x) = q1(x)g(x) + r(x), ãäå
r(x) = 0 ëèáî deg r(x) < m. Òåïåðü

f(x) = f1(x) + anb
−1
m g(x)xn−m = (q1(x) + anb

−1
m xn−m)︸ ︷︷ ︸

=q(x)

g(x) + r(x).
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Îñòàëîñü ïðîâåðèòü åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íà, óäîâëåòâîðÿþùèõ (15.3):

f(x) = q1(x)g(x) + r1(x) = q2(x)g(x) + r2(x).

Òîãäà èìååì
r2(x)− r1(x) = (q1(x)− q2(x))g(x).

Åñëè q2(x) 6= q1(x), òî ïî (15.2) ïîëó÷èì

deg[(q1(x)− q2(x))g(x)] = m+ deg(q1(x)− q2(x)) > m,

â òî âðåìÿ êàê
deg(r2(x)− r1(x)) < m.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, q2(x) = q1(x), íî òîãäà r2(x) = r1(x). Åäèíñòâåííîñòü
äîêàçàíà.I

Îïðåäåëåíèå 15.7. Ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x) èç (15.3) íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, (íåïîëíûì)
÷àñòíûì è îñòàòêîì îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ìíîãî÷ëåí g(x).

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî äàåò ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî è îñòàòêà (�äåëåíèå
ñòîëáèêîì�).

Ïðèìåð:

x5 + 1 x2 + 1

x5 + x3 x3 − x (÷àñòíîå)
−x3 + 1

−x3 − x

x + 1 (îñòàòîê)

Îïðåäåëåíèå 15.8. Ãîâîðÿò, ÷òî íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèò ìíîãî÷ëåí f(x), è îáîçíà-

÷àþò g(x) f(x), f(x) = q(x)g(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q(x). Â ýòîì ñëó÷àå îñòàòîê îò
äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ìíîãî÷ëåí g(x) ðàâåí 0.

Îïðåäåëåíèå 15.9. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íàçûâàåòñÿ
îáùèé äåëèòåëü ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûé äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé îáùèé äåëèòåëü
ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x). Îáîçíà÷åíèå: (f(x), g(x)).

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà. Ìû äà-
äèì ýòî äîêàçàòåëüñòâî è îäíîâðåìåííî óêàæåì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-
òåëÿ.

Òåîðåìà 15.10. (Àëãîðèòì Åâêëèäà). Ïóñòü f(x), g(x) � äâà ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì F . Òîãäà
èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü íàéäåí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí íóëþ, òî, î÷åâèäíî, èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí
äðóãîìó ìíîãî÷ëåíó, ïîýòîìó äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) 6= 0 è g(x) 6= 0. Ïîëîæèì r0(x) =
f(x), r1(x) = g(x) è âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñåðèþ äåëåíèé ñ îñòàòêîì:

r0(x) = q1(x)r1(x) + r2(x)
r1(x) = q2(x)r2(x) + r3(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rk−1(x) = qk(x)rk(x) + rk+1(x)

äî òåõ ïîð, ïîêà î÷åðåäíîé îñòàòîê íå îêàæåòñÿ ðàâíûì 0 (ñêàæåì, rk+1(x) = 0). Òîãäà ïîñëåä-
íèé íåíóëåâîé îñòàòîê rk(x) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x).
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J Ïîëîæèì d(x) = rk(x). ßñíî, ÷òî d(x) rk(x) è d(x) rk−1(x), òàê êàê rk+1(x) = 0. Íî òîãäà

d(x) rk−2(x) = qk−1(x)rk−1(x) + rk(x).

Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå k−2 ðàç, ïîëó÷èì, ÷òî d(x) r1(x) = g(x) è d(x) r0(x) = f(x). Çíà÷èò
d(x) � îáùèé äåëèòåëü óêàçàííûõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Òåïåðü ïóñòü h(x) � ïðîèçâîëüíûé îáùèé
äåëèòåëü f(x) è g(x). Èç ïåðâîãî äåëåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

h(x) r2(x) = r0(x)− q1(x)r1(x),

h(x) r3(x) = r1(x)− q2(x)r2(x)

è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî h(x) rk(x) = d(x).I

Ïðåäëîæåíèå 15.11. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî,
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó.

J Åñëè f(x) = g(x) = 0, òî (f(x), g(x)) = 0, è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü d1(x) è d2(x) � äâà íàè-

áîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x). Ïî îïðåäåëåíèþ, d1(x) d2(x) è d2(x) d1(x).
Èíà÷å ãîâîðÿ, d1(x) = q1(x)d2(x) è d2(x) = q2(x)d1(x), çíà÷èò d1(x)d2(x) = q1(x)q2(x)d1(x)d2(x),
èëè (q1(x)q2(x) − 1)d1(x)d2(x) = 0, çíà÷èò, ïî ñëåäñòâèþ 15.5, q1(x)q2(x) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
deg q1(x) = deg q2(x) = 0, ò.å. q1(x) è q2(x) � íåíóëåâûå êîíñòàíòû.I

Òåîðåìà 15.12. Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ F [x] ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x),
äëÿ êîòîðûõ

(f(x), g(x)) = u(x)f(x) + v(x)g(x). (15.4)

J Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà: ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî ìíîãî÷ëåíû u0(x), u1(x), . . .
è v0(x), v1(x), . . ., äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà ri(x) = ui(x)f(x) + vi(x)g(x). Äåéñòâèòåëü-
íî, íà÷íåì ñ

u0(x) = 1, v0(x) = 0, u1(x) = 0, v1(x) = 1.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé: åñëè ui−2(x), vi−2(x), ui−1(x), vi−1(x) óæå îïðåäåëåíû, òî èç ðà-
âåíñòâà

ri(x) = ri−2 − qi−1(x)ri−1(x)
= ui−2(x)f(x) + vi−2(x)g(x)− qi−1(x)[ui−1(x)f(x) + vi−1(x)g(x)]
= [ui−2(x)− qi−1(x)ui−1(x)]f(x) + [vi−2(x)− qi−1(x)vi−1(x)]g(x)

âèäíî, ÷òî ìîæíî âçÿòü ui = ui−2(x)− qi−1(x)ui−1(x), vi(x) = vi−2(x)− qi−1(x)vi−1(x). Ïðè i = k
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå rk(x) = (f(x), g(x)).I

Çàìå÷àíèå. Äëÿ öåëûõ ÷èñåë òàêæå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ öåëûõ ÷èñåë ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
Åâêëèäà. Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî äîêàçàòü âàðèàíò òåîðåìû 15.4 äëÿ öåëûõ ÷èñåë:

Òåîðåìà 15.13. Äëÿ ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë a, b ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà u è v, äëÿ êîòîðûõ

(a, b) = ua+ vb.
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Ëåêöèÿ 16. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ è
êîëüöà öåëûõ ÷èñåë. Ìíîãî÷ëåí êàê ôóíêöèÿ. Ñõåìà Ãîðíåðà. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà,
êðàòíîñòü êîðíÿ. Ïîíèæåíèå êðàòíîñòè êîðíÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè, èçáàâëå-
íèå îò êðàòíûõ êîðíåé.

Â ýòîé ëåêöèè F � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëå, R � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå
êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

1◦. Ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Ôàêòîðèàëüíûå êîëüöà.
Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ è êîëüöà öåëûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 16.1. Íåîáðàòèìûé ýëåìåíò p ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè èç ðàâåíñòâà
p = ab, ãäå a, b ∈ R, ñëåäóåò, ÷òî îäèí èç ýëåìåíòîâ a, b îáðàòèì.

Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë ïðîñòûå ýëåìåíòû � ýòî ïðîñòûå ÷èñëà, à â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ �
íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû.

Îïðåäåëåíèå 16.2. Ìíîãî÷ëåí p(x) ∈ F [x] ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäè-
ìûì, åñëè îí íå ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé, ÷åì n.

Ïðèìåð: ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1 íåïðèâîäèì.

Îïðåäåëåíèå 16.3. Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè
(f(x), g(x)) = 1.

Îïðåäåëåíèå 16.4. Äâà ýëåìåíòà a, b êîëüöà R íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè (îáîçíà÷àåòñÿ
a ∼ b), åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé ýëåìåíò λ ∈ R, òàêîé, ÷òî a = λb.

Îïðåäåëåíèå 16.5. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì, åñëè ëþáîé íåíóëåâîé íåîáðàòè-
ìûé ýëåìåíò êîëüöà R ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå
åäèíñòâåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé è èõ àññîöèèðîâàííîñòè: åñëè èìååòñÿ
äâà ðàçëîæåíèÿ

a = p1p2 . . . pr = q1q2 . . . qs,

ãäå p1, . . . , pr, q1, . . . qs � ïðîñòûå ýëåìåíòû, òî r = s è ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sr äëÿ
êîòîðîé qi ∼ pσ(i), i = 1, 2, . . . , r.

Îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðåäëîæåíèå 16.6.
1) Åñëè p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, f(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, òî ëèáî p(x) f(x),
ëèáî p(x) è f(x) � âçàèìíî ïðîñòûå.
2) Åñëè p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, è p(x) äåëèò ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x),

òî p(x) f(x) èëè p(x) g(x).

J Ïðîâåðèì 1). Åñëè d(x) = (p(x), f(x)), òî d(x) p(x). Åñëè deg d(x) = 0, òî d(x) � íåíóëåâàÿ
êîíñòàòà, è òîãäà 1 � òîæå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è p(x). Åñëè æå

deg d(x) = deg p(x), òî p(x) = λd(x), λ ∈ F , çíà÷èò p(x) f(x), ò.ê. d(x) f(x).

Äîêàæåì 2). Åñëè p(x)� f(x), òî â ñèëó 1) è òåîðåìû 15.12 ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x) è
v(x), òàêèå, ÷òî u(x)p(x) + v(x)f(x) = 1. Íî òîãäà

g(x) = 1 · g(x) = [u(x)p(x) + v(x)f(x)]g(x) = g(x)u(x)p(x)︸ ︷︷ ︸
p(x)

+ v(x)(f(x)g(x))︸ ︷︷ ︸
p(x)

.

I
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Òåîðåìà 16.7. Êîëüöî F [x] ôàêòîðèàëüíî.

J Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ íåíóëåâîãî íåîáðàòèìîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) â
ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(x).

Åñëè n = deg f(x) = 1, òî ñàì ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì.
Ïóñòü òåïåðü n = deg f(x) > 1. Åñëè f(x) íåïðèâîäèì, òî äëÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà óòâåðæäåíèå

òåîðåìû âûïîëíåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f(x) = g(x)h(x) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ g(x) è
h(x), ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ ìåíüøå n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

g(x) = p1(x)p2(x) . . . pk(x),

h(x) = pk+1(x)pk+2(x) . . . pk+l(x),

ãäå pi(x) � íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû, i = 1, 2, . . . , k + l. Òîãäà

f(x) = p1(x)p2(x) . . . pk(x)pk+1(x)pk+2(x) . . . pk+l(x).

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé
è èõ àññîöèèðîâàííîñòè. Îïÿòü ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè n =
deg f(x) = 1, òî ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì, è èç ðàâåíñòâà f(x) = q1(x) . . . qs(x) ñëåäóåò, ÷òî
s = 1 è q1(x) = f(x). Äîïóñòèì, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ äîêàçàíà äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè, ìåíüøåé ÷åì n = deg f(x). Ïóñòü

f(x) = p1(x)p2(x) . . . pr(x) = q1(x)q2(x) . . . qs(x).

Òîãäà â ñèëó 16.6 ìîæíî ñ÷èòàòü, ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòàâëÿÿ ñîìíîæèòåëè, ÷òî p1(x) q1(x).
Íî òîãäà q1(x) = λ1p1(x) äëÿ íåêîòîðîãî λ1 ∈ F , ò.å. p1(x) ∼ q1(x). Äàëåå ïðèìåíÿåì ïðåäïîëî-
æåíèå èíäóêöèè ê ìíîãî÷ëåíó

g(x) = p2(x) . . . pr(x) = λ1q2(x) . . . qs(x),

ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå n è ïîëó÷àåì, ÷òî r − 1 = s − 1, è ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè
ñîìíîæèòåëåé pi(x) ∼ qi(x) ïðè i = 2, . . . r. Âìåñòå ñ àññîöèèðîâàííîñòüþ p1 ∼ q1 ýòî äàåò
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. I

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà öåëûõ ÷èñåë.
Ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, ïîñòðîåííîå â òåîðåìå 16.7, íàçûâàåòñÿ êàíîíè-

÷åñêèì ðàçëîæåíèåì.
Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî íàä ëþáûì ïîëåì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîïàð-

íî íåàññîöèèðîâàííûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

2◦. Ìíîãî÷ëåí êàê ôóíêöèÿ. Ñõåìà Ãîðíåðà. Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà. Òåîðåìà Áåçó.

Îïðåäåëåíèå 16.8. Ïóñòü f(x) ∈ F [x], f(x) = anx
n+ . . .+a0. Çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ïðè

x = a ∈ F íàçûâàþò ýëåìåíò ïîëÿ f(a) = ana
n + . . . + a0. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ìíîãî÷ëåí

çàäàåò îòîáðàæåíèå F → F : a 7→ f(a).

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðàçíûå ìíîãî÷ëåíû ìîãóò îïðåäåëÿòü îäíó è òó æå ôóíêöèþ.
Ïðèìåð. Ïóñòü F = GF(2) � ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ 0, 1. Òîãäà ìíîãî÷ëåíû x è x2 îïðå-

äåëÿþò îäíî è òî æå (òîæäåñòâåííîå) îòîáðàæåíèå F â F .
Â òî æå âðåìÿ, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, åñëè ïîëå F áåñêîíå÷íî, òî ìíîãî÷ëåí îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëåí ôóíêöèåé, êîòîðóþ îí çàäà¼ò.
Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà òåñíî ñâÿçàíî ñ äåëåíèåì ìíîãî÷ëåíà íà äâó÷ëåí.
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Òåîðåìà 16.9. Ïóñòü f(x) ∈ F [x], a ∈ F . Òîãäà f(a) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(x) íà äâó÷ëåí
x− a.

J Çàïèøåì f(x) = q(x)(x− a) + r, ãäå r = 0 ëèáî deg r < deg(x− a) = 1, ò.å. deg r = 0. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ r ∈ F . Ïîäñòàâëÿÿ a âìåñòî x, ïîëó÷àåì f(a) = q(a)(a− a) + r = r.I

Äëÿ îäíîâðåìåííîãî âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà è ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà x − a
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñõåìó Ãîðíåðà: ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a0,

q(x) = bn−1x
n−1 + . . .+ b0. Òîãäà

q(x)(x− a) = bn−1x
n + (bn−2 − abn−1)xn−1 + . . .+ (b0 − ab1)x− b0a,

ïîýòîìó
bn−1 = an,
bn−2 = an−1 + abn−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn−i−1 = an−i + abn−i
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b0 = a1 + ab1
r = a0 + ab0.

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü âû÷èñëåíèÿ â âèäå òàáëèöû

an an−1 . . . ai . . . a1 a0
bn−1 = an bn−2 = an−1 + abn−1 . . . bi−1 = ai + abi . . . b0 = a1 + ab1 r = a0 + ab0

Îïðåäåëåíèå 16.10. Êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ F [x] íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò a ïîëÿ F èëè åãî
ðàñøèðåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî f(a) = 0.

Òåîðåìà 16.11. (òåîðåìà Áåçó.) Ýëåìåíò a ∈ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà (x− a) f(x).

J Óñëîâèå (x − a) f(x) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îñòàòîê r îò äåëåíèÿ f(x) íà äâó÷ëåí x − a
ðàâåí íóëþ. Íî â ñèëó 16.9 r = f(a).I

3◦. Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ (êîðíÿ) ìíîãî÷ëåíà. Ôîðìàëüíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà è å¼ ñâîéñòâà. Ïîíèæåíèå êðàòíîñòè íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ
(êîðíÿ) ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè. �Îñâîáîæäåíèå� îò êðàòíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíî-
æèòåëåé (êîðíåé).

Îïðåäåëåíèå 16.12. Ïóñòü p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, f(x) � íåêîòîðûé íåíóëåâîé

ìíîãî÷ëåí, è p(x) f(x). Íàèáîëüøåå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî p(x)k f(x), íàçûâàåòñÿ êðàòíî-
ñòüþ ìíîæèòåëÿ p(x) ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè a ∈ F � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî êðàòíîñòü
íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ x− a íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ a.

Îïðåäåëåíèå 16.13. Ôîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ∈ F [x]

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + . . .+ a1 ∈ F [x] (16.1)

(âñïîìíèì, ÷òî ka = a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
k ðàç

äëÿ ëþáîãî a ∈ F è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k).
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Ïðåäëîæåíèå 16.14. Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ F [x] è êîíñòàíòû α ∈ F âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà:

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x),
(αf(x))′ = αf ′(x),

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),
(f(x)k)′ = k(f(x))k−1f ′(x) äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0.

(16.2)

J Ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà èç (16.2) î÷åâèäíû. Ïðîâåðèì òðåòüå ðàâåíñòâî äëÿ îäíî÷ëåíîâ:

(xmxn)′ = (xm+n)′ = (m+ n)xm+n−1 = mxm−1xn + nxn−1xm = (xm)′xn + xm(xn)′,

êàê è óòâåðæäàåòñÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüå ðàâåíñòâî èç (16.2) ñëåäóåò èç
ïåðâûõ äâóõ, äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ è äîêàçàííîãî ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ
îäíî÷ëåíîâ. Íàêîíåö, ÷åòâåðòîå ðàâåíñòâî âûâîäèòñÿ èç òðåòüåãî èíäóêöèåé ïî k. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðè k = 1 îíî î÷åâèäíî: f ′(x) = f ′(x). Ïðè k > 1 èìååì

(f(x)k)′ = (f(x)k−1f(x))′ = (f(x)k−1)′f(x) + f(x)k−1f ′(x) =

(k − 1)f(x)k−2f ′(x)f(x) + f(x)k−1f ′(x) = kf(x)k−1f ′(x).

I

Òåîðåìà 16.15. Ïóñòü charF = 0. Åñëè p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü ìíîãî÷ëåíà f(x)
êðàòíîñòè k > 1, òî p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü ïðîèçâîäíîé f ′(x) êðàòíîñòè k − 1. Â
÷àñòíîñòè, åñëè a ∈ F � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) êðàòíîñòè k > 1, òî a � êîðåíü ïðîèçâîäíîé
f ′(x) êðàòíîñòè k − 1.

J Ïî îïðåäåëåíèþ êðàòíîñòè íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ, f(x) = p(x)kg(x), ãäå p(x)� g(x).
Çíà÷èò,

f ′(x) = ((p(x)k)′g(x)+p(x)kg′(x) = kp(x)k−1p′(x)g(x)+p(x)kg′(x) = p(x)k−1[kp′(x)g(x)+p(x)g′(x)].

Èòàê, p(x)k−1 f ′(x), íî p(x)� p′(x), òàê êàê deg p′(x) < deg p(x), è p(x)� g(x), ïî óñëî-

âèþ, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 16.6, p(x)� kp′(x)g(x). Ïîýòîìó p(x)� kp′(x)g(x)+

p(x)g′(x), è p(x)k � f ′(x).
Óòâåðæäåíèå î êðàòíîñòè êîðíÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü p(x) = x− a. I

Òåîðåìà 16.16. (Ìåòîä �èçáàâëåíèÿ� îò êðàòíûõ ìíîæèòåëåé). Ïóñòü charF = 0, è
f(x) ∈ F [x] � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Òîãäà ìíîãî÷ëåí

g(x) =
f(x)

(f(x), f ′(x))

èìååò òå æå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, ÷òî è f(x) (è, ñîîòâåòñòâåííî, òå æå êîðíè), íî êðàòíîñòü
êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ (êîðíÿ) ðàâíà 1.

J Ïóñòü d(x) = (f(x), f ′(x)). Ïîñêîëüêó d(x) f(x), âñå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà
d(x) ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåïðèâîäèìûìè ìíîæèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà f(x). Ïóñòü p(x) � íåïðèâî-

äèìûé ìíîæèòåëü ìíîãî÷ëåíà f(x) êðàòíîñòè k > 1, ò.å. f(x) = p(x)kf1(x), p(x)� f1(x). Ïî

òåîðåìå 16.15, p(x)k−1 f ′(x), çíà÷èò, p(x)k−1 d(x). Íî p(x)k � f ′(x), çíà÷èò p(x)k � d(x). Èìååì

d(x) = p(x)k−1h(x), p(x)� h(x). Ïîýòîìó

g(x) = p(x)
f1(x)

h(x)
,
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îòêóäà
g(x)h(x) = p(x)f1(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ 16.6, p(x) g(x), íî p(x)2 � g(x), èíà÷å, ñîêðàùàÿ íà p(x), ìû

ïîëó÷èëè áû p(x) f1(x), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ êðàòíîñòè íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ.
I
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Ëåêöèÿ 17. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Íåïðèâîäèìûå
ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëÿìè êîìïëåêñíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

1◦. Àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûå ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 17.1. Ïîëå F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíîãî÷ëåí
ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä F èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü â F .

Òåîðåìà 17.2. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Ëåììà 17.3. Ïóñòü f(x) ∈ C[x] è deg f(x) > 0. Åñëè {zn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ
÷èñåë è |zn| → ∞ ïðè n→∞, òî |f(zn)| → ∞ ïðè n→∞.

J Çàïèøåì f(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + . . .+ a1x+ a0, ãäå k > 0 è ak 6= 0. Ïóñòü

A = max

{
|ak−1|
|ak|

, . . . ,
|a0|
|ak|

}
.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà,

|akzkn| = |f(zn)− (ak−1z
k−1
n + . . .+ a1zn + a0)| 6 |f(zn)|+ |ak−1zk−1n + . . .+ a1zn + a0|,

çíà÷èò,

|f(zn)| > |akzkn| − |ak−1zk−1n + . . .+ a1zn + a0| > |ak||zn|k − A|ak|(|zn|k−1 + . . .+ 1).

Ïî óñëîâèþ, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |zn| > 1, çíà÷èò, ìîæíî îöåíèòü

|f(zn)| > |ak||zn|k
[
1− A

(
1

|zn|
+

1

|zn|2
+ . . .+

1

|zn|k

)]
> |ak||zn|k

1− kA

|zn|︸︷︷︸
→0

→ +∞ ïðè n→∞.

I

Ëåììà 17.4. (Ëåììà Ä'Àëàìáåðà). Ïóñòü f(x) ∈ C[x] è deg f(x) > 0. Åñëè u = f(z0) 6= 0
äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà z0 ∈ C, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî z ∈ C, äëÿ êîòîðîãî |f(z)| < |u|.

J Ïóñòü g(x) = f(x + z0). Òîãäà u = g(0). Çàïèøåì g(x) = a0 + akx
k + . . . + anx

n, ãäå ak 6= 0,
an 6= 0 è a0 = u. Îáîçíà÷èì

A = max{|ak+1|, . . . , |an|} (ñ÷èòàÿ A = 0 ïðè k = n).

Âûáåðåì ÷èñëî r > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà r < 1, |ak|rk < |u|, (n−k)Ar <
1

2
|ak|.

Ïóñòü ϕ = arg u− arg ak. Ïîëîæèì ψ =
ϕ+ π

k
è z = r(cosψ + i sinψ). Òîãäà

|ak+1z
k+1 + . . .+ anz

n| 6 |ak+1|rk+1 + . . .+ |an|rn 6 Ark+1(n− k) <
1

2
|ak|rk,

è
akz

k = akr
k(cos(ϕ+ π) + i sin(ϕ+ π)) = |ak|rk(cos(arg u+ π) + i sin(arg u+ π)).
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Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì akz
k è u, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íàïðàâ-

ëåíû ïðîòèâîïîëîæíî, ïðè÷åì |u| > |akzk| = |ak|rk. Ñëåäîâàòåëüíî, u + akz
k = |u| − |ak|rk,

è

|g(z)| 6 |u+ akz
k|+ |ak+1z

k+1 + . . .+ anz
n|

= |u| − |ak|rk + |ak+1z
k+1 + . . .+ anz

n| < |u| − |ak|rk +
1

2
|ak|rk < |u|.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî f(z + z0) = g(z) è |f(z + z0)| < |f(z0)|. I

Ðàññóæäåíèå èç ëåììû Ä'Àëàìáåðà èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê:

J Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.2. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ C ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.
Ïóñòü u = inf{|f(z)| : z ∈ C}. Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {zn = xn + iyn}, äëÿ êîòîðîé

lim
n→∞

|f(zn)| = a.

Â ñèëó ëåììû 17.3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {|zn|} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü èç íåå ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

lim
n→∞

xn = x0.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
lim
n→∞

yn = y0.

Òàê æå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Re(f(zn)) è Im(f(zn)) îãðàíè÷åíû, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, èõ òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì

u = lim
n→∞

Re(f(zn)) + i lim
n→∞

Im(f(zn)).
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Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(zn) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ
èç xn è yn, ÿñíî, ÷òî u = f(x0 + iy0) è |u| = a. Íî ëåììà Ä'Àëàìáåðà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè
u 6= 0 ÷èñëî |u| íå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ äëÿ ìíîæåñòâà ìîäóëåé çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà íà
C. Çíà÷èò, u = 0 è ÷èñëî z0 = x0 + iy0 � èñêîìûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà.I

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.2 èñïîëüçóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, òî÷íàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ â êóðñå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Åñëè ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî F (z) äèôôåðåíöèðóåìà â
êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D è íåïðåðûâíà íà åå ãðàíèöå,
òî ìàêñèìóì å¼ ìîäóëÿ max{|F (z)| : z ∈ D} äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè D.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìîíîãî÷ëåí f(x) ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íå èìååò

êîðíåé â C, òî äëÿ ëþáîãî êðóãà |z| 6 R ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè F (z) =
1

f(z)
äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ýòîãî êðóãà. Îäíàêî, ïî ëåììå 17.3, max{|F (z)| : |z| = R} → 0 ïðè
R→∞. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 17.5. Íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû (ò.å.
ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1) è òîëüêî îíè.

J Åñëè p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, è z � åãî êîðåíü, òî, ïî òåîðåìå Áåçó, (x−z) p(x), çíà-
÷èò, deg p(x) = 1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1 íåïðèâîäèì.I

Ñëåäñòâèå 17.6. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä C ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé.

J Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ è òîåðåìû 16.7.I

Äëÿ îïèñàíèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä R ïîíàäîáèòñÿ

Ëåììà 17.7. Åñëè f(x) ∈ R[x] è z ∈ C � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî è z � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
f(x).

J Åñëè f(x) = anx
n + . . .+ a0, ãäå ai ∈ R, i = 0, 1, . . . , n, òî

f(z) = anz
n + . . .+ a0 = anzn + . . .+ a0 = anzn + . . .+ a0 = f(z) = 0 = 0.

I

Ñëåäñòâèå 17.8. Íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä R ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû è
êâàäðàòè÷íûå ìíîãî÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì, è òîëüêî îíè.

J Ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû íàä ëþáûì ïîëåì, â ÷àñòíîñòè, íàä R. Åñëè êâàäðà-
òè÷íûé ìíîãî÷ëåí íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, òî îí ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ
ìåíüøåé ñòåïåíè. Çíà÷èò, ýòè ìíîæèòåëè èìåþò ñòåïåíü 1, è ó ìíîãî÷ëåíà èìååòñÿ äåéñòâè-
òåëüíûé êîðåíü. Ó êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì íåò äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíåé, ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì.

Îáðàòíî, ïóñòü p(x) ∈ R � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Åñëè îí èìååò äåéñòâèòåëüíûé êî-
ðåíü, òî deg p(x) = 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ó íåãî èìååòñÿ êîìïëåêñíûé êîðåíü z. Ïî ëåììå 17.7,
z òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà p(x). Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåíû x− z è x− z âçàèìíî ïðîñòû,
òàê êàê z 6= z, ïîýòîìó (x− z)(x− z) p(x). Íî h(x) = (x− z)(x− z) = x2 − (z + z)x+ zz ∈ R[x],
çíà÷èò, q(x) = p(x)/h(x) ∈ R[x] è èç íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà p(x) ñëåäóåò, ÷òî p(x) ∼ h(x),
â ÷àñòíîñòè, ÷òî deg p(x) = 2. I
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Ëåêöèÿ 18. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, ôîðìóëà Ëàãðàíæà è ìåòîä Íüþòîíà
äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ. Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Ïðîñòåéøèå äðîáè. Ðàçëîæåíèå
ïðàâèëüíîé äðîáè â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé, ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñ-
íîãî ïîëåé.

1◦. Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè. Â ýòîé ëåêöèè F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 18.1. Çàäà÷à (ïîëèíîìèàëüíîé) èíòåðïîëÿöèè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ çàäàííûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ x0, x1, . . . , xn ∈ F è ýëåìåíòîâ y0, y1, . . . , yn ∈ F íàéòè òàêîé
ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] íàèìåíüøåé ñòåïåíè, ÷òî

f(x0) = y0, f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn. (18.1)

Òàêîé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì. Ýëåìåíòû x0, . . . , xn íàçûâà-
þòñÿ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè.

Òåîðåìà 18.2. Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ x0, x1, . . . , xn ∈ F è ëþáûõ ýëåìåíòîâ
y0, y1, . . . , yn ∈ F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè íå áîëü-
øå n (âîçìîæíî, f(x) = 0), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (18.1). Ýòîò ìíîãî÷ëåí ìîæåò
áûòü çàäàí ôîðìóëîé Ëàãðàíæà:

f(x) = y0
(x− x1) . . . (x− xn)

(x0 − x1) . . . (x0 − xn)
+ . . .

+ yi
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
+ . . .

+ yn
(x− x0) . . . (x− xn−1)

(xn − x1) . . . (xn − xn−1)
. (18.2)

J Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí (18.2) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ϕi(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
, i = 0, 1, . . . , n.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî degϕi(x) = n, è ÷òî ϕi(xi) = 1, ϕi(xj) = 0 ïðè j 6= i. Ñëåäîâàòåëüíî,

deg f(x) 6 max{deg(y0ϕ0(x)), . . . , deg(ynϕn(x))} 6 n.

Ïðè ýòîì
f(xi) = y0 ϕ0(xi)︸ ︷︷ ︸

=0

+ . . .+ yi ϕi(xi)︸ ︷︷ ︸
=1

+ . . .+ yn ϕn(xi)︸ ︷︷ ︸
=0

= yi.

Äàëåå, ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì åãî â âèäå
f(x) = anx

n + . . . + a0 è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (18.1) åãî êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

anx
n
0 + an−1x

n−1
0 + . . .+ a1x0 + a0 = y0

anx
n
1 + an−1x

n−1
1 + . . .+ a1x1 + a0 = y1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anx

n
n + an−1x

n−1
n + . . .+ a1xn + a0 = yn.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà∏
06i<j6n

(xj − xi) 6= 0, òàê êàê ïî óñëîâèþ ýëåìåíòû x0, x1, . . . , xn ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïî òåîðåìå Êðàìåðà, åå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.I
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Íåäîñòàòêîì ôîðìóëû Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåð-
ïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ïî ýòîé ôîðìóëå íåîáõîäèìî çíàòü âñå óçëû x0, . . . , xn è âñå çíà÷åíèÿ
y0, . . . , yn. Èíîãäà óäîáíåå ñòðîèòü ìíîãî÷ëåí, ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿÿ íîâûå ñëàãàåìûå, ó÷è-
òûâàþùèå íîâûå óçëû è çíà÷åíèÿ â íèõ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà:

f(x) = u0 + u1(x− x0) + u2(x− x0)(x− x1) + . . .+ un(x− x0) . . . (x− xn−1).

Êîýôôèöèåíòû u0, u1, . . . , un−1 îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Î÷åâèäíî, ÷òî u0 = y0. Åñëè
fn−1(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ óçëîâ x0, . . . , xn−1, òî èç óñëîâèÿ

yn = f(xn) = fn−1(xn) + un(xn − x0) . . . (xn − xn−1)

ïîëó÷àåì

un =
yn − fn−1(xn)

(xn − x0) . . . (xn − xn−1)
.

2◦. Ïîëå äðîáåé êîììóòàòèâíîãî êîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Â ýòîì ðàçäåëå R �
êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ñ åäèíèöåé 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð

Q̂ = {(a, b) : a, b ∈ R, b 6= 0}.

Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå Q̂

(a1, b1) ∼ (a2, b2)⇔ a1b2 = a2b1 (18.3)

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî, î÷åâèäíà. Òðàíçèòèâíîñòü îò-
íîøåíèÿ (18.3) ìîæíî óñòàíîâèòü òàê: åñëè

(a1, b1) ∼ (a2, b2) è (a2, b2) ∼ (a3, b3),

òî
a1b2 = a2b1 è a2b3 = a3b2,

îòêóäà
a1b2b3 = a2b1b3 ⇒ a1b3b2 = a3b1b2 ⇒ (a1b3 − a3b1)b2 = 0.

Ïîñêîëüêó b2 6= 0, è â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, ïîëó÷àåì a1b3 − a3b1 = 0, ò.å. a1b3 = a3b1 è
(a1, b1) ∼ (a3, b3).

Îïðåäåëåíèå 18.3. Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ïàð íàçûâàåòñÿ äðîáüþ, êëàññ ïàð, ýêâèâàëåíòíûõ

ïàðå (a, b) ∈ Q̂, îáîçíà÷àåòñÿ a

b
.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî
a

b
=

ac

bc
äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà c ∈ R. Îïðåäåëèì

îïåðàöèè íàä äðîáÿìè:
a1
b1

+
a2
b2

=
a1b2 + a2b1

b1b2
,

a1
b1
· a2
b2

=
a1a2
b1b2

. (18.4)

Ïðåäëîæåíèå 18.4. Îïåðàöèè (18.4) îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

J Ïóñòü (a1, b1) ∼ (a′1, b
′
1), (a2, b2) ∼ (a′2, b

′
2). Ïðîâåðèì, ÷òî (a1b2 +a2b1, b1b2) ∼ (a′1b

′
2 +a′2b

′
1, b
′
1b
′
2).

Âû÷èñëèì

(a1b2 + a2b1)b
′
1b
′
2 = a1b

′
1b2b

′
2 + a2b

′
2b1b

′
1 = a′1b1b2b

′
2 + a′2b2b1b

′
1 = (a′1b

′
2 + a′2b

′
1)b1b2.

Àíàëîãè÷íî,
a1a2b

′
1b
′
2 = a′1b1a

′
2b2 = a′1a

′
2b1b2,

ò.å. (a1a2, b1b2) ∼ (a′1a
′
2, b
′
1b
′
2). I
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Ïðåäëîæåíèå 18.5. Ìíîæåñòâî äðîáåé ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (18.4).

J Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ � î÷åâèäíû.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíò
0

1
ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, à ýëåìåíò

1

1

� íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. ßñíî, ÷òî
a

b
+
−a
b

=
0

b
=

0

1
, ò.å äëÿ ëþáîé äðîáè

ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíàÿ. Ïðîâåðèì àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ:(
a1
b1

+
a2
b2

)
+
a3
b3

=
a1b2 + a2b1

b1b2
+
a3
b3

=
(a1b2 + a2b1)b3 + a3b1b2

b1b2b3
=

a1b2b3 + (a2b3 + a3b2)b1
b1b2b3

=
a1
b1

+
a2b3 + a3b2

b2b3
=
a1
b1

+

(
a2
b2

+
a3
b3

)
.

Äèñòðèáóòèâíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî åñëè
a

b
6= 0, òî a 6= 0 è

a

b
· b
a

=
1

1
, çíà÷èò, íåíóëåâûå äðîáè îáðàòèìû.I

Îïðåäåëåíèå 18.6. Ïîëå Q = Q(R) äðîáåé âèäà
a

b
, a, b ∈ R, b 6= 0 ñ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè

íàçûâàåòñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ, èëè ïîëåì îòíîøåíèé êîëüöà R. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî äðîáåé âèäà
a

1
ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â Q, èçîìîðôíûì êîëüöó R, ñîîòâåòñòâåííî, äðîáü

a

1
îòîæäåñòâëÿåòñÿ

ñ ýëåìåíòîì a ∈ R.

Ïðèìåð: Q = Q(Z).
Óïðàæíåíèå: êàêîå ïîëó÷èòñÿ ïîëå ÷àñòíûõ, Q(R), åñëè ñàìî êîëüöî R � ïîëå?

3◦. Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Â ýòîì ðàçäåëå F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ïðèìåíÿÿ êîí-
ñòðóêöèþ ïîëÿ ÷àñòíûõ ê êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ F [x] íàä ïîëåì F , ïîëó÷èì

Îïðåäåëåíèå 18.7. Ïîëå ÷àñòíûõ Q(F [x]) íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé è îáîçíà-
÷àåòñÿ F (x).

Îïðåäåëåíèå 18.8. Íåíóëåâàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
f(x)

g(x)
∈ F (x) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè

deg f(x) < deg g(x).

Ïðåäëîæåíèå 18.9. (âûäåëåíèå öåëîé ÷àñòè.) Ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû

f(x)

g(x)
= q(x) +

r(x)

g(x)
,

ãäå q(x), r(x) � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì ëèáî r(x) = 0, ëèáî
r(x)

g(x)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

äðîáü. Óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

J Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

f(x) = q(x)g(x) + r(x),

ãäå ëèáî r(x) = 0, ëèáî deg r(x) = 0. Çíà÷èò, ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.I

Îïðåäåëåíèå 18.10. Íåíóëåâàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
r(x)

p(x)k
íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé, åñëè p(x)

� íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, è deg r(x) < deg p(x).
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Ïðåäëîæåíèå 18.11. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé � ïðàâèëüíàÿ
ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü.

J Ïóñòü
f1(x)

g1(x)
è
f2(x)

g2(x)
� ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè. Òîãäà

f1(x)

g1(x)
· f2(x)

g2(x)
=
f1(x)f2(x)

g1(x)g2(x)
, è

deg(f1(x)f2(x)) = deg f1(x) + deg f2(x) < deg g1(x) + deg g2(x) = deg(g1(x)g2(x)),

çíà÷èò, äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ óòâåðæäåíèå âåðíî. Àíàëîãè÷íî,

f1(x)

g1(x)
+
f2(x)

g2(x)
=
f1(x)g2(x) + f2(x)g1(x)

g1(x)g2(x)
,

è

deg(f1(x)g2(x) + f2(x)g1(x)) 6 max{deg(f1(x)g2(x)), deg(f2(x)g1(x))} =

max{deg f1(x) + deg g2(x), deg f2(x) + deg g1(x)} < deg g1(x) + deg g2(x) = deg(g1(x)g2(x)),

çíà÷èò, óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ñóììû. I

Òåîðåìà 18.12. Ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóì-
ìû ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

f(x)

g(x)
=
r11(x)

p1(x)
+ . . .+

r1k1(x)

p1(x)k1
+
r21(x)

p2(x)
+ . . .+

r2k2(x)

p2(x)k2
+ · · ·+ rs1(x)

ps(x)
+ . . .+

rsks(x)

ps(x)ks
, (18.5)

ãäå p1(x), . . . , ps(x) � ïîïàðíî íåàññîöèèðîâàííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Ïðåäñòàâëåíèå
(18.5) åäèíñòâåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ.

J Ñóùåñòâîâàíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü äðîáü
f(x)

g(x)
íåñîêðàòèìîé. Ïóñòü p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíî-

ãî÷ëåí, âõîäÿùèé â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà g(x) ñ êðàòíîñòüþ k > 0. Çàïèøåì

g(x) = p(x)kg1(x), ãäå p(x)� g1(x). Èç íåïðèâîäèìîñòè p(x) ñëåäóåò, ÷òî p(x)k è g1(x) âçàèìíî
ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x), ÷òî

u(x)p(x)k + v(x)g1(x) = 1.

Ïîëó÷àåì:
f(x)

g(x)
=
u(x)p(x)kf(x) + v(x)g1(x)f(x)

p(x)kg1(x)
=
u(x)f(x)

g1(x)
+
v(x)f(x)

p(x)k
.

Ïóñòü q(x) è r(x) � ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà v(x)f(x) íà p(x).Òîãäà

v(x)f(x)

p(x)k
=
q(x)p(x) + r(x)

p(x)k
=

q(x)

p(x)k−1
+

r(x)

p(x)k
.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå çäåñü � ïðîñòåéøàÿ äðîáü. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

f(x)

g(x)
− r(x)

p(x)k
=

q(x)

p(x)k−1
+
u(x)f(x)

g1(x)
=
q(x)g1(x) + p(x)k−1u(x)f(x)

p(x)k−1g1(x)
.

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà � ïðàâèëüíàÿ äðîáü, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 18.11, çíà÷èò, è
ïðàâàÿ ÷àñòü � ïðàâèëüíàÿ äðîáü. Ïðèìåíÿåì ê íåé òî æå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîãîêðàòíî, ïîêà
íå ïîëó÷èòñÿ äðîáü, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ðàâåí g1(x). Òîãäà âîçüìåì ñëåäóþùèé íåïðèâîäèìûé
ìíîæèòåëü ìíîãî÷ëåíà g(x) è ò.ä.
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Åäèíñòâåííîñòü. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ëåâàÿ ÷àñòü (18.5) ðàâíà 0, òî âñå ñëàãàåìûå
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíû 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è âûáåðåì íåíóëåâîå ñëàãàå-

ìîå
r(x)

p1(x)k1
ñ íàèáîëüøèì ïîêàçàòåëåì k1. Ïðèâîäÿ ñîîòíîøåíèå (18.5) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ,

ïîëó÷èì r(x)p2(x)k2 . . . ps(x)ks +p1(x)h(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h(x). Ýòî íåâîçìîæíî,

òàê êàê p1(x)� r(x) è p1(x)� pi(x) ïðè i > 1. I

Ñëåäñòâèå 18.13. Ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïîëåì C ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå

f(x)

g(x)
=

A11

x− a1
+ . . .+

A1k1

(x− a1)k1
+

A21

x− a2
+ . . .+

A2k2

(x− a2)k2
+ · · ·+ As1

x− as
+ . . .+

Asks
(x− as)ks

, (18.6)

ãäå Aij � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, a1, . . . , as � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
g(x), èìåþùèå êðàòíîñòè k1, . . . , ks, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 18.14. Ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïîëåì R ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå

f(x)

g(x)
=

A11

x− a1
+ . . .+

A1k1

(x− a1)k1
+ . . .+

As1
x− as

+ . . .+
Asks

(x− as)ks
+

B11x+ C11

x2 + p1x+ q1
+ . . .+

B1m1x+ C1m1

(x2 + p1x+ q1)m1
+ . . .+

Bt1x+ Ct1
x2 + ptx+ qt

+ . . .+
Btmtx+ Ctmt

(x2 + ptx+ qt)mt
, (18.7)

ãäå Aij, Bij, Cij � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, a1, . . . , as � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè
ìíîãî÷ëåíà g(x), èìåþùèå êðàòíîñòè k1, . . . , ks, ñîîòâåòñòâåííî, x

2 + p1x + q1, . . . , x
2 + ptx +

qt � ðàçëè÷íûå êâàäðàòíûå íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè ìíîãî÷ëåíà g(x), èìåþùèå êðàòíîñòè
m1, . . . ,mt.
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Ëåêöèÿ 19. Ãðàíèöû êîðíåé ìíîãî÷ëåíà. Òåîðåìà Äåêàðòà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1◦. Ãðàíèöû êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

Ïðåäëîæåíèå 19.1. Ïócòü f(x) = xn + a1x
n−1 + . . . + an ∈ R[x], c � ïîëîæèòåëüíûé âåùå-

ñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x). Òîãäà c 6 1+ m
√
B, ãäå m � íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî

am < 0, B � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àáñîëþòíûõ âåëè÷èí îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) (çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) íåîòðèöàòåëüíû, òî îí íå
èìååò ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé).

J Ïóñòü c > 0 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè c 6 1, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî, ïîýòîìó ïóñòü
äàëåå c > 1. Çàìåòèì, ÷òî ai > −B ïðè i = 1, . . . n (äëÿ îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî
îïðåäåëåíèþ B, à äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ýòî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî). Òîãäà

0 = f(c) = cn + a1c
n−1 . . . am−1c

n−m+1︸ ︷︷ ︸
>0

+amc
n−m + . . .+ an >

cn −B(cn−m + . . .+ 1) = cn −Bc
n−m+1 − 1

c− 1
=

cn −Bc
n−m+1

c− 1
+

B

c− 1︸ ︷︷ ︸
>0

>
cn−m+1

c− 1
[cm−1(c− 1)−B].

Òàêèì îáðàçîì,

cm−1︸︷︷︸
>(c−1)m−1

(c− 1)−B < 0⇒ (c− 1)m < B ⇒ c− 1 <
m
√
B.

I

2◦. Òåîðåìà Äåêàðòà. Òåîðåìà Äåêàðòà ïîçâîëÿåò, íå ïðîèçâîäÿ íèêàêèõ âû÷èñëåíèé, îöå-
íèòü ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå 19.2. Ïóñòü a0, a1, . . . , an � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Ãîâîðÿò, ÷òî íà k-òîì ìåñòå â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååòñÿ ïåðåìåíà çíàêà, åñëè
ak 6= 0 è çíàê ïðåäøåñòâóþùåãî íåíóëåâîãî ÷èñëà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîòèâîïîëîæåí çíà-
êó ÷èñëà ak (áîëåå ôîðìàëüíî: åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî r, 0 6 r < k, òàêîå, ÷òî arak < 0 è
ar+1 = . . . = ak−1 = 0).

Ïðèìåð: â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1, 0, 0,−1, 0,−2, 4, 5,−1, 0, 1, 3, 0,−4

ïîä÷åðêíóòû òå ÷ëåíû, íà ìåñòàõ êîòîðûõ èìååòñÿ ïåðåìåíà çíàêà.

Òåîðåìà 19.3. (Òåîðåìà Äåêàðòà) Ïóñòü f(x) = a0x
n + . . .+ an ∈ R[x] � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

n. Òîãäà ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî êîýôôèöèåíòîâ è ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì ïåðåìåí çíàêà ïî
ìîäóëþ 2, ïðè÷åì åñëè âñå êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) âåùåñòâåííû, òî ýòè äâà ÷èñëà
ñîâïàäàþò (êàæäûé êîðåíü ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(f) ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëå-
íà f(x), à ÷åðåç N(f) � ÷èñëî åãî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a0 > 0 è an 6= 0 (ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî
óìíîæèòü f(x) íà −1 è ðàçäåëèòü íà x, íå ìåíÿÿ íè L(f), íè N(f)).
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Ëåììà 1. N(f) ≡ L(f) (mod 2).

J f(0) = an, f(x) > 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðîõîäåíèèè (ñëåâà
íàïðàâî) êîðíÿ ÷åòîé êðàòíîñòè çíàê ôóíêöèè f(x) íå ìåíÿåòñÿ, à ïðè ïðîõîæäåíèè êîðíÿ
íå÷åòíîé êðàòíîñòè ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Çíà÷èò, åñëè an < 0, òî çíàê äîëæåí
èçìåíèòüñÿ, ò.å. N(f) � íå÷åòíîå ÷èñëî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî N(f) ÷åòíî. Íî òî æå âåðíî
è äëÿ L(f): åñëè çíàê â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìåíÿëñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç, òî
çíàê an ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó a0, ò.å. an < 0, è íàîáîðîò, ïðè ÷åòíîì L(f) èìååì an > 0. Èòàê,
îáà ÷èñëà L(f) è N(f) ÷åòíûå ïðè an > 0 è íå÷åòíûå ïðè an < 0.I

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè, çàäàííîé ìíîãî÷ëåíîì f(x) = x4−7x3+17x2−17x+6 =
(x− 1)2(x− 2)(x− 3). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L(f) = N(f) = 4.

Ëåììà 2. N(f) 6 N(f ′) + 1.

J Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(x) ëåæèò êîðåíü
åãî ïðîèçâîäíîé. Êàæäûé êîðåíü êðàòíîñòè k > 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïðîèçâîäíîé f ′(x)
êðàòíîñòè k − 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè c1, . . . , cs � ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) è èõ êðàòíîñòè ðàâíû k1, . . . , ks, ñîîòâåòñòâåííî, òî N(f) = k1 + . . . + ks, a
N(f ′) > (s− 1) + (k1 − 1) + . . .+ (ks − 1) = N(f)− 1.I

Ïîëîæèì f̃(x) = (−1)nf(−x).

Ëåììà 3. L(f̃) + L(f) 6 n = deg f(x).

J Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñðàâíèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è f̃(x):

f(x) : a0 a1 . . . ak . . . an
f̃(x) : a0 −a1 . . . (−1)kak . . . (−1)nan

.

Âèäíî, ÷òî â òåõ ìåñòàõ, ãäå ïåðâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïåðåìåíó çíàêà, âòîðàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íå èìååò ïåðåìåíû çíàêà, è íàîáîðîò (êðîìå, ðàçóìååòñÿ, ìåñòà a0). Çíà÷èò, â
ýòîì ñëó÷àå L(f) + L(f̃) = n. Åñëè æå êàêèå-òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàâíû íóëþ,
òî, çàìåíÿÿ èõ ëþáûìè íåíóëåâûìè ÷èñëàìè, ìû ìîæåì òîëüêî óâåëè÷èòü ÷èñëî ïåðåìåí
çíàêà â îáåèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. I
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J Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äåêàðòà. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî N(f) 6 L(f) èíäóêöèåé ïî
n = deg f(x). Ïðè n = 0 èìååì L(f) = N(f) = 0, ò.å. óòâåðæäåíèå âåðíî. Äëÿ n > 0 çàìåòèì,
÷òî N(f ′) 6 L(f ′) ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ñîãëàñíî ëåììå 2,

N(f) 6 N(f ′) + 1 6 L(f ′) + 1 6 L(f) + 1.

Íî ââèäó ëåììû 1, ðàâåíñòâî N(f) = L(f) + 1 íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, N(f) 6 L(f).
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 3. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå n êîðíåé

ìíîãî÷ëåíà f(x) âåùåñòâåííûå, è f(0) 6= 0, òî N(f) +N(f̃) = n. Çíà÷èò,

N(f) = n−N(f̃) > n− L(f̃)︸︷︷︸
6n−L(f)

> n− (n− L(f)) = L(f)⇒ N(f) = L(f).

I
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Ëåêöèÿ 20. Ìåòîä Øòóðìà îòäåëåíèÿ âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ïðåïîëàãàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ R[x] íå èìååò êðàòíûõ (êîì-
ïëåêñíûõ) êîðíåé, ò.å. ê íåìó óæå ïðèìåíèëè ïðîöåäóðó îñâîáîæäåíèÿ îò êðàòíûõ êîðíåé.

1◦. Ïîíÿòèå ñèñòåìû Øòóðìà. Òåîðåìà Øòóðìà.

Îïðåäåëåíèå 20.1. Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ f0(x) = f(x), f1(x), . . . , fs(x) íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìîé Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà îòðåçêå [a, b], åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) ìíîãî÷ëåí fs(x) íå èìååò êîðíåé íà [a, b];
(ii) f0(a)f0(b) 6= 0;
(iii) åñëè fk(c) = 0, 1 6 k < s, a 6 c 6 b, òî fk−1(c)fk+1(c) < 0.
(iv) åñëè f(c) = 0 äëÿ c ∈ [a, b], òî ïðîèçâåäåíèå f0(x)f1(x) ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ, êîãäà
x ïðîõîäèò, âîçðàñòàÿ, ÷åðåç òî÷êó c (áîëåå ôîðìàëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî
f0(x)f1(x) < 0 ïðè x ∈ (c− δ, c) è f0(x)f1(x) > 0 ïðè x ∈ (c, c+ δ)).

Îïðåäåëåíèå 20.2. Ïóñòü f0(x) = f(x), f1(x), . . . , fs(x) � ñèñòåìà Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà
f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Äëÿ ëþáîãî c ∈ [a, b] îáîçíà÷èì ÷åðåç W (c) = Wf (c) êîëè÷åñòâî ïåðåìåí
çíàêà â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f0(c), f1(c), . . . , fs(c).

Òåîðåìà 20.3. (Òåîðåìà Øòóðìà.) Ïóñòü f0(x) = f(x), f1(x), . . . , fs(x) � ñèñòåìà Øòóðìà
äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàâíî
Wf (a)−Wf (b).

J Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå a = c0 < c1 < . . . < cm−1 < cm = b îòðåçêà [a, b] âñåìè ðàçëè÷íûìè
êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ f0(x), f1(x), . . . , fs−1(x), ëåæàùèìè íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà íà êàæäîì
èíòåðâàëå (ci−1, ci), i = 1, . . . ,m, íè îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ñèñòåìû Øòóðìà íå èìååò êîðíåé,
çíà÷èò, íà êàæäîì òàêîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿW (c) ïîñòîÿííà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fr(ci) 6= 0, r >
0. Òîãäà ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fr(c), . . . , fs(c) ïðè c ∈ (ci, ci+1) (äëÿ i < m)
è ïðè c ∈ (ci−1, ci) (äëÿ i > 0) ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fr(ci), . . . , fs(ci).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè i < m è fk(ci) 6= 0 ïðè âñåõ k = r + 1, . . . , s, òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé
fr(c) ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûé çíàê íà ïîëóèíòåðâàëå [ci, ci+1), è â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî ïåðåìåí
çíàêà ïîñòîÿííî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè fk(ci) = 0, òî r < k < s, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
è óñëîâèÿ (i). Â ýòîì ñëó÷àå fk−1(ci) è fk+1(ci) èìåþò ðàçíûå çíàêè â ñèëó (iii), çíà÷èò, íà
ìåñòå k + 1 èìååòñÿ ïåðåìåíà çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f0(ci), . . . , fs(ci). Òåïåðü ïðè c ∈
(ci, ci+1) íåçàâèñèìî îò çíàêà ÷èñëà fk(c) â òðîéêå ÷èñåë fk−1(c), fk(c), fk+1(c) èìååòñÿ òàêæå îäíà
ïåðåìåíà çíàêà. Îïÿòü ïîëó÷àåì, ÷òî W (c) = W (ci). Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê
ïîëóèíòåðâàëó (ci−1, ci] ïðè i > 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè r = 0, ò.å. f(ci) 6= 0, òî ôóíêöèÿW (c) ïîñòîÿííà íà ïîëóèíòåðâàëå [ci, ci+1)
(ïðè i < m) è íà ïîëóèíòåðâàëå (ci−1, ci] (ïðè i > 0).

Òåïåðü ïóñòü f(ci) = 0. Çíà÷èò, 0 < i < m â ñèëó (ii). Òîãäà íà ìåñòå f1(c) â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè f0(c), f1(c), . . . , íåò ïåðåìåíû çíàêà ïðè c ∈ (ci, ci+1), à ïðè c ∈ (ci−1, ci) ïåðåìåíà çíàêà
èìååòñÿ. ×èñëî ïåðåìåí çíàêà â îñòàëüíûõ ìåñòàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ñîõðàíÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó èç óñëîâèÿ (ii) ñëåäóåò, ÷òî f1(ci) 6= 0. Èòàê, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êàæäûé êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà f(x) çíà÷åíèå ôóíêöèè W (c) óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, çíà÷èò, åñëè ÷èñëî êîðíåé
ðàâíî u, òî W (b) = W (a)− u. I

Ïîâåäåíèå ôóíêöèé f0(x), . . . , fs(x) â îêðåñòíîñòè êîðíÿ f(x) è â îêðåñòíîñòè òî÷êè ci, â
êîòîðîé f(i) 6= 0, èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ðèñóíêîì (ïðè s = 4).
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Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî

f0(x1) < 0, f1(x1) > 0, f2(x1) < 0, f3(x1) > 0, f4(x1) > 0,

çíà÷èò, W (x1) = 3;

f0(x2) > 0, f1(x2) > 0, f2(x2) < 0, f3(x2) < 0, f4(x2) > 0,

çíà÷èò, W (x2) = 2;

f0(x3) > 0, f1(x3) > 0, f2(x3) > 0, f3(x3) < 0, f4(x3) > 0,

çíà÷èò, W (x3) = 2.

2◦. Ïîñòðîåíèå ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû Øòóðìà. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ R[x] íå èìååò
êðàòíûõ (êîìïëåêñíûõ) êîðíåé è f(a) 6= 0, f(b) 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ R, a < b. Ïîëîæèì

f0(x) = f(x);
f1(x) = f ′(x)
f0(x) = q1(x)f1(x)− f2(x), deg f2(x) < deg f1(x);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fk−1(x) = qk(x)fk(x)− fk+1(x), deg fk+1(x) < deg fk(x);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fs−1(x) = qs(x)fs(x).

(20.1)

Òåîðåìà 20.4. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ñèñòåìà (20.1), ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà îòðåçêå [a, b].

J Ïîñêîëüêó f(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, (f, f ′) = 1 è fs(x) � íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà, çíà÷èò,
óñëîâèå 20.1(i) âûïîëíåíî. Óñëîâèå 20.1(ii) âûïîëíåíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Åñëè fk(c) = 0, òî
fk−1(c) = −fk+1(c). Åñëè áû ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî fk−1(c) = 0, òî ìû ïîëó÷èëè áû
èç íèõ ïîñëåäîâàòåëüíî fk+1(c) = fk+2(c) = . . . = fs(c) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, âûïîëíåíî
óñëîâèå 20.1(iii). Íàêîíåö, ïðîâåðèì óñëîâèå 20.1(iv). Åñëè f(c) = 0, òî f ′(c) 6= 0, èíà÷å ÷èñëî
c áûëî áû êðàòíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè f ′(c) > 0, òî è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè c âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f ′(x) > 0, ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, â ýòîé
îêðåñòíîñòè f(x) < 0 ïðè x < c è f(x) > 0 ïðè x > c, ïîýòîìó f(x)f ′(x) > 0 ïðè x 6= c.
Àíàëîãè÷íî, ïðè f ′(x) < 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííî óáûâàåò,
çíà÷èò, â ýòîé îêðåñòíîñòè f(x) > 0 ïðè x < c è f(x) < 0 ïðè x > c, ïîýòîìó f(x)f ′(x) > 0 ïðè
x 6= c.I
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Ñèñòåìà (20.1) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñèñòåìîé Øòóðìà. ßñíî, ÷òî åñëè âìåñòî ñèñòåìû
Øòóðìà f0(x), . . . , fs(x) âçÿòü ñèñòåìó λ0f0(x), . . . , λsfs(x), ãäå λk > 0, k = 0, . . . , s, òî ïîëó÷èòñÿ
ñíîâà ñèñòåìà Øòóðìà. Ýòî çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) çàìåòèì, ÷òî äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) ëåæàò âíóòðè èí-
òåðâàëà (−M,M). Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , s çíàê ÷èñëà fk(M)
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà fk(x). Â òî æå âðåìÿ çíàê ÷èñëà
fk(−M) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà fk(x), åñëè deg fk(x) � ÷åò-
íîå ÷èñëî, è ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà fk(x), åñëè deg fk(x)
� íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó, äàæå íå çíàÿ ÷èñëà M , ëåãêî íàéòè W (M) è W (−M).

Ïðèìåð: f0(x) = f(x) = x3 + 3x+ 1, f1(x) = 1
3
f ′(x) = x2 + 1, äåëÿ f(x) íà x2 + 1, ïîëó÷àåì

îñòàòîê 2x + 1 è áåðåì f2(x) = −2x − 1. Äåëèì x2 + 1 íà −2x − 1, ïîëó÷àåì îñòàòîê 5
4
, áåðåì

f3(x) = −1. Ñîñòàâëÿåì òàáëèöû çíàêîâ:

f0(x) = x3 + 3x+ 1 f1(x) = x2 + 1 f2(x) = −2x− 1 f3(x) = −1 W
x = M + + − − 1
x = −M − + + − 2

Èòàê, ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíî W (−M)−W (M) = 2− 1 = 1, ò.å.
äàííûé ìíîãî÷ëåí èìååò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü.
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Ëåêöèÿ 21. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé
ïîðÿäîê íà îäíî÷ëåíàõ. Ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñèììåòðè÷å-
ñêèå ìíîãî÷ëåíû, èõ âûðàæåíèå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû,
ôîðìóëû Âèåòà.

1◦. Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 21.1. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì F îïðåäåëÿåòñÿ ïî èí-
äóêöèè. Êîëüöî F [x1] � ýòî îáû÷íîå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé x1. Åñëè êîëüöî
ìíîãî÷ëåíîâ F [x1, . . . , xn−1 óæå îïðåäåëåíî, ïîëîæèì

F [x1, . . . , xn] = F [x1, . . . , xn−1][xn].

Òåîðåìà 21.2. Êîëüöî F [x1, . . . , xn] � àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç
äåëèòåëåé íóëÿ.

J Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 15.2 è ñëåäñòâèÿ 15.5.I
Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 21.3. Êîëüöî F [x1, . . . , xn] ôàêòîðèàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â íàø êóðñ íå âõîäèò.

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ, ýëåìåíòàìè êîëüöàF [x1, . . . , xn] ÿâëÿþòñÿ ñóììû âèäà

f(x1, . . . , xn) = fk(x1, . . . , xn−1)x
k
n + . . .+ f0(x1, . . . , xn−1).

Â ñâîþ î÷åðåäü, êîýôôèöèåíòû fk, . . . , f0 ðàçëàãàþòñÿ ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé xn−1, è ò.ä.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç F [x1, . . . , xn] åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû íåíóëåâûõ îäíî÷ëåíîâ âèäà

λi1,...,inx
i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n ,

ãäå 0 6= λi1,...,in ∈ F è i1, i2, . . . , in > 0, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòâóþùèå âåêòîðû (i1, . . . , in) ðàç-
ëè÷íû. Ìû áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî äàííûå îäíî÷ëåíû λi1,...,inx

i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n âõîäÿò â çàïèñü

ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn). Ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà λi1,...,inx
i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n íàçûâàåòñÿ ñóììà ïîêàçàòå-

ëåé i1+ i2+ . . . in. Ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ñòåïåíè âñåõ íåíóëåâûõ
îäíî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â åãî çàïèñü, îäèíàêîâû (ïðèìåð: x1001 + 2x341 x

66
2 + x1002 ).

2◦. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà îäíî÷ëåíàõ. Ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå 21.4. Ïóñòü a = αxi11 x
i2
2 . . . x

in
n è b = βxj11 x

j2
2 . . . x

jn
n � äâà îäíî÷ëåíà (ñ íåóëåâûìè

êîýôôèöèåíòàìè). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíî÷ëåí a ñòàðøå îäíî÷ëåíà b, è çàïèñûâàòü a � b,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî ik = jk ïðè k < r è ir > jr. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ìû òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíî÷ëåí b ìëàäøå îäíî÷ëåíà a è îáîçíà÷àòü b ≺ a.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîðÿäîê íà îäíî÷ëåíàõ (áåç ó÷åòà êîýôôèöèåíòîâ) òàêîé æå, êàê ïîðÿäîê ñëîâ
â ñëîâàðå (ñòàðøèå ñëîâà ïðåäøåñòâóþò ìëàäøèì), åñëè ïðåäñòàâèòü ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé
ïåðåìåííûõ â âèäå äëèííûõ �ñëîâ�:

a = x1 . . . x1︸ ︷︷ ︸
i1 ðàç

x2 . . . x2︸ ︷︷ ︸
i2 ðàç

. . . xn . . . xn︸ ︷︷ ︸
in ðàç

,

b = x1 . . . x1︸ ︷︷ ︸
j1 ðàç

x2 . . . x2︸ ︷︷ ︸
j2 ðàç

. . . xn . . . xn︸ ︷︷ ︸
jn ðàç

.
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Ïðåäëîæåíèå 21.5. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ îäíî÷ëåíîâ a = xi11 x
i2
2 . . . x

in
n è b =

xj11 x
j2
2 . . . x

jn
n c êîýôôèöèåíòàìè 1 âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç îòíîøåíèé a � b èëè b � a. Åñëè

c = xk11 x
k2
2 . . . xknn è âûïîëíåíû îòíîøåíèÿ a � b è b � c, òî a � c.

J Ïóñòü a 6= b. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ir 6= jr äëÿ íåêîòîðûõ r = 1, 2, . . . , n. Ìîæíî âûáðàòü íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî r, îáëàäàþùåå óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Òîãäà ik = jk ïðè âñåõ k < r è ëèáî ir > jr,
è òîãäà a � b, ëèáî ir < jr, è òîãäà b � a.

Òåïåðü ïóñòü a � b è r � íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ir 6= jr (è òîãäà ir > jr).
Àíàëîãè÷íî, åñëè b � c, òî ìîæíî âûáðàòü íàèìåíüøåå ÷èñëî s, äëÿ êîòîðîãî js 6= ks
(è òîãäà js > ks). Ïîëîæèì m = min(r, s). Òîãäà ïðè t < m èìååì it = jt = kt, â òî âðåìÿ
êàê im > jm > km, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå. Çíà÷èò, im > km, è a � c.I

Äëÿ ïðèìåðà ïîêàæåì ðàñïîëîæåíèå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñòàðøèíñòâà îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè
4 îò òðåõ ïåðåìåííûõ:

x41 � x31x2 � x31x3 � x21x
2
2 � x21x2x3 � x21x

2
3 � x1x

3
2 � x1x

2
2x3 � x1x2x

2
3 � x1x

3
3 �

x42 � x32x3 � x22x
2
3 � x2x

3
3 � x43.

Âûäåëÿÿ ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå òàêîìó îäíî÷ëåíó, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëå-
íèþ.

Îïðåäåëåíèå 21.6. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè îäíî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â çàïèñü íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x1, . . . , xn), âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîé, êîòîðûé ñòàðøå âñåõ îñòàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â
çàïèñü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ýòîò îäíî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì äàííîãî ìíîãî÷ëåíà.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî LT(f).

Ëåììà 21.7. (Î ñòàðøåì ÷ëåíå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.) Ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ.

J ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ äâóõ ñîìíîæèòåëåé, à îáùèé ñëó÷àé
òîãäà ëåãêî âûâåñòè ïî èíäóêöèè. Ïóñòü u = αxi11 x

i2
2 . . . x

in
n = LT(f), v = βxj11 x

j2
2 . . . x

jn
n = LT(g).

Ïîêàæåì, ÷òî
LT(fg) = αβxi1+j11 xi2+j22 . . . xin+jnn = uv = LT(f) LT(g).

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé îäíî÷ëåí, âõîäÿùèé â çàïèñü ïðîèçâåäåíèÿ fg, ïðîïîðöèîíàëåí ïðîèç-
âåäåíèþ îäíî÷ëåíîâ u′ = xr11 . . . x

rn
n è v′ = xs11 . . . xsnn , âõîäÿùèõ ñ íåêîòîðûìè íåíóëåâûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè â çàïèñü ìíîãî÷ëåíîâ f è g, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì u′v′ = xr1+s11 xr2+s22 . . . xrn+snn .
Âûáåðåì íàèìåíüøåå ÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ im > rm
èëè jm > sm (òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó u � u′ èëè v � v′). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
im < rm. Ïîñêîëüêó, ïî âûáîðó m, ik = rk è jk = sk ïðè âñåõ k < m, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
jm > sm (èíà÷å áûëî áû v′ � v). Çíà÷èò, ik + jk = rk + sk ïðè âñåõ k < m è im + jm > rm + sm,
ò.å. uv � u′v′.I

Îïðåäåëåíèå 21.8. Ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè

f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n))

äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn.

Îïðåäåëåíèå 21.9. Îäíî÷ëåí αxi11 . . . x
in
n íàçîâåì ìîíîòîííûì, åñëè

i1 > i2 > . . . > in.
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Ëåììà 21.10. (Î ñòàðøåì ÷ëåíå ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.) Ñòàðøèé ÷ëåí ñèììåò-
ðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îäíî÷ëåíîì.

J Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, è u = αxi11 . . . x
in
n = LT(f). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, ò.å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî r, äëÿ êîòîðîãî ir < ir+1. Ðàññìîòðèì
òðàíñïîçèöèþ σ = (r, r + 1). Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(xσ(1), . . . , xσ(n)) ñîäåðæèò îäíî÷ëåí

v = αxi11 . . . x
ir−1

r−1 x
ir
r+1x

ir+1
r x

ir+2

r+2 . . . x
in
n = αxi11 . . . x

ir−1

r−1 x
ir+1
r xirr+1x

ir+2

r+2 . . . x
in
n .

Âèäíî, ÷òî v � u. Íî f(xσ(1), . . . , xσ(n)) = f(x1, . . . , xn), òàê êàê f(x1, . . . , xn) � ñèììåòðè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí, çíà÷èò, îäíî÷ëåí v âõîäèò â çàïèñü ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî u � ñòàðøèé ÷ëåí ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.I

Îïðåäåëåíèå 21.11. Ìíîãî÷ëåíû îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn

σ1 = x1 + . . .+ xn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σk =
∑

16i1<i2<...<ik6n

xi1 . . . xik

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σn = x1 . . . xn

íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îò n ïåðåìåííûõ.

3◦. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

Òåîðåìà 21.12. Ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò σ1, . . . , σn.

J Íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ìíîãî÷ëåíà F (Y1, . . . , Yn), ÷òî

f(x1, . . . , xn) = F (σ1, . . . , σn).

Ñóùåñòâîâàíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
f(x1, . . . , xn) îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì íåêîòîðîé ñòåïåíè m, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ëþáîé ìíî-
ãî÷ëåí åñòü ñóììà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé. Ðàññìîòðèì u = LT(f) =
αxi11 . . . x

in
n . Ïî ëåììå 21.10, i1 > i2 > . . . > in. Ïîñêîëüêó LT(σk) = x1x2 . . . xk ïðè k = 1, . . . , n,

èç ëåììû 21.7 âûòåêàåò, ÷òî

v = LT(σk11 . . . σknn ) = xk11 (x1x2)
k2 . . . (x1x2 . . . xn)kn = xk1+k2+...+kn1 xk2+...+kn2 . . . xknn .

Âûáåðåì ñòåïåíè k1, . . . , kn òàê, ÷òîáû u = αv, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

k1 + k2 + . . .+ kn = i1
k2 + . . .+ kn = i2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
kn = in,

(21.1)

ðåøåíèå êîòîðîé ìîæíî çàïèñàòü òàê:

k1 = i1 − i2
k2 = i2 − i3
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
kn−1 = in−1 − in
kn = in.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f1(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)−ασk11 . . . σknn ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñòå-
ïåíè m ìíîãî÷ëåíîì, ñòàðøèé ÷ëåí êîòîðîãî ìëàäøå ÷åì u. Ïðèìåíÿÿ òî æå ïðåîáðàçîâàíèå
ê ìíîãî÷ëåíó f1(x1, . . . , xn) è ò.ä., ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, ñòàðøèå ÷ëåíû
êîòîðûõ óáûâàþò îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî îäíî÷ëåíîâ
ñòåïåíè m ñ êîýôôèöèåíòîì 1 êîíå÷íî, ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, êîãäà î÷åðåäíàÿ ðàçíîñòü
îêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ, ò.å. êîãäà áóäåò ïîëó÷åíî èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x1, . . . , xn) = F1(σ1, . . . , σn) = F2(σ1, . . . , σn),
ãäå F1(Y1, . . . , Yn) è F2(Y1, . . . , Yn) � ðàçëè÷íûå ìíîãî÷ëåíû. Ïîëîæèì G(Y1, . . . , Yn) =
F1(Y1, . . . , Yn)− F2(Y1, . . . , Yn). Òîãäà G(Y1, . . . , Yn) 6= 0, íî G(σ1, . . . , σn) = 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
u = αY r1

1 Y r2
2 . . . Y rn

n è v = βY s1
1 Y s2

2 . . . Y sn
n � ðàçëè÷íûå (íå àññîöèèðîâàííûå) íåíóëåâûå îäíî-

÷ëåíû, âõîäÿùèå â G(Y1, . . . , Yn), òî ñòàðøèå ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíîâ u(σ1, . . . , σn) è v(σ1, . . . , σn)
íå àññîöèèðîâàíû, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé (21.1) ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Çíà÷èò, ñàìûé ñòàðøèé ñðåäè ýòèõ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ íå ìîæåò
ñîêðàòèòüñÿ íè ñ êàêèì îäíî÷ëåíîì, âõîäÿùèì â G(σ1, . . . , σn). Ïðîòèâîðå÷èå.I

4◦. Ôîðìóëû Âèåòà. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, Y :

F (x1, . . . , xn, Y ) = (Y − x1)(Y − x2) . . . (Y − xn). (21.2)

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

F (x1, . . . , xn, Y ) = Y n − σ1Y n−1 + . . .+ (−1)kσkY
n−k + . . .+ (−1)nσn.

Òåîðåìà 21.13. Ïóñòü f(x) = a0x
n +a1x

n−1 + . . .+an � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F ñòåïåíè n > 0,
èìåþùèé n êîðíåé α1, . . . , αn â F (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Òîãäà

σk(α1, . . . , αn) = (−1)k
ak
a0
, k = 1, . . . , n. (21.3)

J Ïî òåîðåìå Áåçó, f(x) = a0(x − α1) . . . (x − αn). Ïîäñòàâëÿÿ x âìåñòî Y è α1 . . . , αn âìåñòî
x1, . . . , xn â ìíîãî÷ëåí F (x1, . . . , xn, Y ) èç (21.2), ïîëó÷àåì

f(x) = a0
(
xn − σ1(α1, . . . , αn)xn−1 + . . .+ (−1)kσk(α1, . . . , αn)xn−k + . . .+ (−1)nσn(α1, . . . , αn)

)
.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè xn−k, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà a0(−1)kσk(α1, . . . , αn) = ak ïðè
k = 1, . . . , n, ÷òî ðàâíîñèëüíî (21.3).I
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Ëåêöèÿ 22. Ðåçóëüòàíò äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, åãî âûðàæåíèå ÷åðåç êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ.

1◦. Çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàíòà. Îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàíòà. Îñíîâíàÿ
çàäà÷à, ðåøàåìàÿ ââåäåíèåì ðåçóëüòàíòà � äàòü ÿâíûé êðèòåðèé òîãî, ÷òî äâà ìíîãî÷ëåíà íàä
ïîëåì èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Êîíå÷íî, â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ,
íàõîäÿ èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà. Îäíàêî, ÿâíàÿ ôîðìóëà,
âêëþ÷àþùàÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà, èíîãäà èìååò ïðåèìóùåñòâî � áóäåò ïðèâåäåí
ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò èñêëþ÷àòü íåêîòîðûå íåèçâåñòíûå èç ñèñòåì
ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ýòîé ëåêöèè F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ áóäóò äîêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ
F = C.

Îïðåäåëåíèå 22.1. Ðåçóëüòàíòîì ìíîãî÷ëåíîâ f(x) = a0x
n+. . .+an è g(x) = b0x

m+. . .+bm,
ãäå m,n > 0, íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü âèäà

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . . an 0 0 . . . 0
0 a0 a1 . . . an 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 a0 a1 . . . an−1 an
b0 b1 . . . bm−1 bm 0 . . . 0
0 b0 b1 . . . bm−1 bm . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 b0 b1 . . . bm−1 bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 m ñòðîê

 n ñòðîê

(22.1)

Ëåììà 22.2. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 22.1,

R(g, f) = (−1)mnR(f, g)

J ×òîáû ïîìåíÿòü ìåñòàìè íèæíèå n ñòðîê ñ âåðõíèìè m ñòðîêàìè â îïðåäåëèòåëå (22.1),
ìîæíî ñíà÷àëà m + 1-þ ñòðîêó ïåðåñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíî ñíèçó ââåðõ m ðàç, çàòåì òî æå
ñàìîå ïîâòîðèòü ñ m + 2-é ñòðîêîé è ò.ä. Âñåãî ïîëó÷èòñÿ mn ïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ ñòðîê,
ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàííûé îïðåäåëèòåëü îêàæåòñÿ ðàâíûì R(g, f)I

2◦. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ðåçóëüòàíòà.

Òåîðåìà 22.3. Åñëè f(x) = a0x
n + . . .+ a0 è g(x) = b0x

m + . . .+ bm � äâà ìíîãî÷ëåíà, m,n > 0,
òî R(f, g) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî a0 = b0 = 0, ëèáî ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) èìåþò
îáùèé ìíîæèòåëü ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.

J ßñíî, ÷òî åñëè a0 = b0 = 0, òî R(f, g) = 0, òàê êàê â îïðåäåëèòåëå ïåðâûé ñòîëáåö îêàæåòñÿ
íóëåâûì. Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a0 6= 0 (â ñèëó ëåììû 22.2 ìíîãî÷ëåíû f è g ìîæíî
ïîìåíÿòü ìåñòàìè). Åñëè ïðè ýòîì g(x) = 0, òî, êîíå÷íî, R(f, g) = 0 è ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x)
èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü f(x). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(x) 6= 0. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå
óòâåðæäåíèå: ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x), ÷òî è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ

deg u(x) < m, deg v(x) < n è f(x)u(x) + g(x)v(x) = 0. (22.2)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ó f(x) è g(x) èìååòñÿ ìíîæèòåëü d(x) ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Òîãäà
f(x) = f1(x)d(x), g(x) = g1(x)d(x), è ìîæíî ïîëîæèòü u(x) = g1(x), v(x) = −f1(x):

deg u(x) = deg g(x)− deg d(x) < m, deg v(x) = deg f(x)− deg d(x) < n,

f(x)u(x) + v(x)g(x) = d(x)f1(x)g1(x) + d(x)g1(x)(−f1(x)) = 0.
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Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (22.2). Òîãäà f(x) g(x)v(x). Åñëè áû ìíîãî÷ëåíû f(x) è
g(x) áûëè âçàèìíî ïðîñòûìè, òî èç ýòîãî áû ñëåäîâàëî, ÷òî f(x)|v(x), ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê
deg v(x) < deg f(x). Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü çàïèøåì u(x) è v(x) êàê ìíîãî÷ëåíû ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

u(x) = u0x
m−1 + u1x

m−2 + . . . um−1

v(x) = v0x
n−1 + v1x

n−2 + . . . vn−1.

Âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòû ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (22.2) ïðè xm+n−1, xm+n−2 . . . , x, 1, ïîëó÷èì
ðàâíîñèëüíóþ ýòîìó ðàâåíñòâó ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî u0, . . . , um−1 è
v0, . . . , vn−1:

a0u0 + b0v0 = 0 ïðè xm+n−1

a1u0 + a0u1 + b1v0 + b0v1 = 0 ïðè xm+n−2

a2u0 + a1u1 + a0u2 + b2v0 + b1v1 + b0v2 = 0 ïðè xm+n−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anum−2 + an−1um−1 + bmvn−2 + bm−1vn−1 = 0 ïðè x

anum−1 + bmvn−1 = 0 ïðè 1

(22.3)

Ïî òåîðåìå Êðàìåðà 6.6, ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Íî ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå
èç (22.1), ýíà÷èò, åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí R(f, g).I

Ñëåäñòâèå 22.4. Ïðè F = C, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 22.3 ðàâåíñòâî R(f, g) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî ëèáî a0 = b0 = 0, ëèáî ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) èìåþò îáùèé êîðåíü.

J Åñëè x0 � îáùèé êîðåíü f(x) è g(x), òî îíè èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü (x − x0). Îáðàòíî,
åñëè ó íèõ åñòü îáùèé ìíîæèòåëü d(x) ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, òî îí èìååò êîðåíü â C, è ýòîò
êîðåíü � îáùèé äëÿ f(x) è g(x). I

3◦. Âûðàæåíèå ðåçóëüòàíòà ÷åðåç êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûå ìíî-
ãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, Z âèäà

F = a0(Z − x1)(Z − x2) . . . (Z − xn),

G = b0(Z − y1)(Z − y2) . . . (Z − ym),

ãäå a0, b0 6= 0.
Ìîæíî çàïèñàòü

F (Z) = a0Z
n + a1Z

n−1 + . . .+ an,

G(Z) = b0Z
m + b1Z

m−1 + . . .+ bm,

ãäå êîýôôèöèåíòû a1, . . . , an, b1, . . . , bm ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îò x1, . . . , xn
è y1, . . . , ym è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè Âèåòà. Îïðåäåëèòåëü (22.1), ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ ýòè ìíîãî÷ëåíû, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x1, . . . , xn, y1, . . . , ym.

Òåîðåìà 22.5. Äëÿ ðåçóëüòàíòà ìíîãî÷ëåíîâ F (Z) è G(Z) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

R(F,G) = am0

n∏
i=1

G(xi) = (−1)mnbn0

m∏
j=1

F (yj) = am0 b
n
0

∏
i,j

(xi − yj) (22.4)
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J Äîáàâèì ê íàáîðó ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì, íîâóþ ïåðåìåííóþ Y è ðàñ-
ñìîòðèì ðåçóëüòàíò H(Y ) = R(F (Z), G(Z) − Y ). ßñíî, ÷òî â ìàòðèöå èç 22.1 ýëåìåíòû bm
çàìåíÿòñÿ íà bm − Y , ñëåäîâàòåëüíî, H(Y ) = (−1)nam0 Y

n + . . . + R(F,G). Ìíîãî÷ëåíû F (Z)
è G(Z) − G(xi) èìåþò îáùèé êîðåíü xi, çíà÷èò, H(G(xi)) = 0 ïî òåîðåìå 22.3. Ïîñêîëüêó
çíà÷åíèÿ G(xi) � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû êîëüöà F [x1, . . . , xn, y1, . . . , ym], ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
H(Y ) = (−1)nam0

∏n
i=1(Y −G(xi)) = am0

∏n
i=1(G(xi)− Y ). Ïîäñòàâëÿÿ Y = 0, ïîëó÷àåì ïåðâîå èç

ðàâåíñòâ (22.4). Âòîðîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïåðâîãî è ëåììû 22.2. Íàêîíåö, òðåòüå ðàâåí-
ñòâî âûòåêàåò èç ïåðâîãî, òàê êàê G(xi) = b0(xi − y1) . . . (xi − ym) ïðè i = 1, . . . n (äîñòàòî÷íî
ïåðåìíîæèòü ïî÷ëåííî n ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé).I

Ñëåäñòâèå 22.6. (Âûðàæåíèå ðåçóëüòàíòà ÷åðåç êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ.) Ïóñòü f(x) è g(x)
� ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì deg f(x) = n > 0, deg g(x) = m > 0, a0
è b0 � ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, α1, . . . , αn è β1, . . . , βm � êîìïëåêñíûå êîðíè
ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Òîãäà

R(f, g) = am0

n∏
i=1

g(αi) = (−1)mnbn0

m∏
j=1

f(βj) = am0 b
n
0

∏
i,j

(αi − βj) (22.5)

J Ïî óñëîâèþ, f(x) = a0(x− α1) . . . (x− αn) è g(x) = a0(x− β1) . . . (x− βm). Ïîäñòàâèì â (22.4)
αi âìåñòî xi, i = 1, . . . , n è βj âìåñòî âìåñòî yj, j = 1, . . . ,m. Ïîëó÷èì (22.5). I

4◦. Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ èç ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îãðàíè÷èìñÿ
ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

f(x, y) = 0
g(x, y) = 0.

(22.6)

Çàïèøåì îáà ìíîãî÷ëåíà ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîãî x:

f(x, y) = a0(y)xn + a1(y)xn−1 + . . .+ an(y)

f(x, y) = b0(y)xn + b1(y)xm−1 + . . .+ bm(y)

Òîãäà R(f(x), g(x)) = h(y) � ìíîãî÷ëåí îò îäíîãî ïåðåìåííîãî y. Åñëè (α, β) � íåêîòî-
ðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (22.6), òî α � îáùèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíîâ f(x, β) è g(x, β), çíà÷èò,
R(f(x, β), g(x, β)) = 0, ò.å. β � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà h(y). Îáðàòíî, åñëè β � êîðåíü ìíîãî-
÷ëåíà h(y), òî ëèáî f(x, β) è g(x, β) èìåþò îáùèé êîðåíü (èëè íåñêîëüêî îáùèõ êîðíåé), ëèáî
a0(β) = b0(β) = 0, è â ýòîì ñëó÷àå β ìîæåò îêàçàòüñÿ �ïîñòîðîííèì� êîðíåì. Ïðèâåäåííûé
ìåòîä â ïðèíöèïå ñâîäèò ðåøåíèå ñèñòåìû 22.6 ê ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ñ îäíèì íåèçâåñòíûì (ýòî ðàññóæäåíèå ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ñèñòåì èç á�îëüøåãî
÷èñëà óðàâíåíèé ñ á�îëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, îäíàêî ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà
îãðàíè÷åíà òåì, ÷òî ñòåïåíè ïîëó÷àþùèõñÿ óðàâíåíèé ðàñòóò î÷åíü áûñòðî.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

x2 + xy2 + y = 0

yx2 + y2 + 1 = 0

Çàïèøåì ðåçóëüòàíò:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 y2 y 0
0 1 y2 y
y 0 y2 + 1 0
0 y 0 y2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 y2 y
0 y2 + 1 0
y 0 y2 + 1

∣∣∣∣∣∣+y
∣∣∣∣∣∣
y2 y 0
1 y2 y
y 0 y2 + 1

∣∣∣∣∣∣ = y2+1+y(y6+y4−y) = y7+y5+1

91



Ëåêöèÿ 23. Äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà, âûðàæåíèå äèñêðèìèíàíòà ÷åðåç êîðíè
ìíîãî÷ëåíà.

1◦. Îïðåäåëåíèå äèñêðèìèíàíòà ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàíòà. Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ìíîãî÷ëåíû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, õîòÿ âñå ðåçóëüòàòû âåðíû äëÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ íàä ëþáûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.

Ïîñêîëüêó êðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) � ýòî îáùèå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) è åãî ïðî-
èçâîäíîé f ′(x), åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàíò äëÿ âûÿñíåíèÿ òîãî, èìååò ëè ìíîãî÷ëåí
êðàòíûå êîðíè.

Îïðåäåëåíèå 23.1. Äèñêðèìèíàíòîì ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0x
n + . . .+ an ïîëîæèòåëüíîé ñòå-

ïåíè n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
D(f) = (−1)

n(n−1)
2 a−10 R(f, f ′).

Èç îñíîâíîé òåîðåìû î ðåçóëüòàíòå ñëåäóåò

Òåîðåìà 23.2. Ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êðàòíûå êîðíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D(f) = 0.

Òåïåðü èñïîëüçóåì ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ðåçóëüòàíò ÷åðåç êîðíè ìíîãî÷ëåíà (ñì. (22.5)).

Òåîðåìà 23.3. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0x
n + . . . + an ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè n âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

D(f) = a2n−20

∏
16i<j6n

(αj − αi)2, (23.1)

ãäå α1, . . . , αn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé).

J Ïî òåîðåìå Áåçó, ìîæíî çàïèñàòü f(x) = a0(x− αi)fi(x) äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n, ãäå fi(x) =∏
j 6=i

(x− αj) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Çíà÷èò,

f ′(x) = a0((x− αi)fi(x))′ = a0(fi(x) + (x− αj)f ′i(x),

îòêóäà f ′(αi) = a0fi(αi) = a0
∏
j 6=i

(αi − αj). Â ñèëó (22.5), ó÷èòûâàÿ, ÷òî deg f ′(x) = n− 1, èìååì

R(f, f ′) = an−10

n∏
i=1

f ′(αi) = an−10

n∏
i=1

a0
∏
j 6=i

(αi − αj)︸ ︷︷ ︸
fi(αi)

= a2n−10

∏
1 6 i, j 6 n

i 6= j

(αi − αj)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ïðîèçâåäåíèå
∏

1 6 i, j 6 n
i 6= j

(αi − αj) êàæäàÿ ðàçíîñòü (αi − αj), ãäå i 6= j,

âõîäèò äâà ðàçà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Çàìåíÿÿ ðàçíîñòè ñ i > j íà ïðîòèâîïîëîæíûå,
ïîëó÷èì ∏

1 6 i, j 6 n
i 6= j

(αi − αj) = (−1)
n(n−1)

2

∏
16i<j6n

(αj − αi)2,

ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçíîñòåé ðàâíî

(
n

2

)
=
n(n− 1)

2
. Çíà÷èò,

D(f) = (−1)
n(n−1)

2 a−10 R(f, f ′) = a2n−20

∏
16i<j6n

(αj − αi)2.
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I
Çàìåòèì, ÷òî äèñêðèìèíàíò D(f) � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x).

2◦. Äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2 è 3. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2: f(x) =
ax2 + bx+ c, ãäå a 6= 0. Òîãäà f ′(x) = 2ax+ b, è ïî îïðåäåëåíèþ

D(f) = (−1)1a−1

∣∣∣∣∣∣
a b c
2a b 0
0 2a b

∣∣∣∣∣∣ = −1

a
(ab2 − 2ab2 + 4a2c) = b2 − 4ac.

Òåïåðü íàéäåì äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 3. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì f(x) = x3 +px+q, ê
êîòîðîìó, êàê ìû óâèäèì ïîçæå, ëåãêî ñâîäèòñÿ ðåøåíèå ëþáîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü
α1, α2, α3 � êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x). Ñíà÷àëà âûðàçèì ìíîãî÷ëåí g(x1, x2, x3) =
(x2 − x1)

2(x3 − x1)
2(x3 − x2)

2 ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Âèäíî, ÷òî
LT(g) = x41x

2
2. Ñîñòàâèì òàáëèöó ìîíîòîííûõ âåêòîðîâ ñòåïåíåé ïî óáûâàíèþ îòíîñèòåëüíî

ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà:

4 2 0
4 1 1
3 3 0
3 2 1
2 2 2

Ïîëó÷èì òîæäåñòâî ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

g(x1, x2, x3) = Aσ2
1σ

2
2 +Bσ3

1σ3 + Cσ3
2 +Dσ1σ2σ3 + Eσ2

3.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σ1(α1, α2, α3) = 0 â ñèëó ôîðìóë Âèåòà, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû
C è E. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì äâå ïîäñòàíîâêè:

x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 g óðàâíåíèå

1 −1 0 0 −1 0 4 C(−1)3 = 4⇒ C = −4

1 1 −2 0 −3 −2 0 C(−3)3 + E(−2)2 = 0⇒ E = −27

Ïî ôîðìóëàì Âèåòà:

σ2(α1, α2, α3) = p, σ3(α1, α2, α3) = −q.

Ñëåäîâàòåëüíî,
D(f) = g(α1, α2, α3) = −4p3 − 27q2.

3◦. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñòåïåíè 3 è 4. Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

y3 + ay2 + by + c = 0.

Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè y = x− a

3
ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x3 + px+ q = 0, (23.2)

ãäå p = b− a2

3
è q = c− ab

3
+

2a3

27
.

Äàëåå, ïóñòü x0 � êàêîé-òî êîðåíü óðàâíåíèÿ (23.2). Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ìíîãî-
÷ëåí îò íîâîãî ïåðåìåííîãî u:

h(u) = u2 − x0u−
p

3
.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíà h(u) � ÷èñëà α è β, ïðè÷åì

α + β = x0 (23.3)

αβ = −p
3

(23.4)

Èç (23.3) è (23.2) ñëåäóåò, ÷òî

(α + β)3 + p(α + be) + q = 0,

ò.å.
α3 + β3 + (3αβ + p)︸ ︷︷ ︸

=0 èç (23.4)

(α + β) + q = 0.

Èòàê,

α3 + β3 = −q

α3β3 = −p
3

27

Ñëåäîâàòåëüíî, α3 è β3 � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

z2 + qz − p3

27
= 0,

ïîýòîìó ÷èñëà α è β ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë, èçâåñòíûõ êàê ôîðìóëû
Êàðäàíî:

α =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
, β =

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ïîä çíàêîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïðîïîðöèîíàëüíî äèñêðè-
ìèíàíòó D ìíîãî÷ëåíà x3 + px+ q:

q2

4
+
p3

27
= − D

128
.

Âî-âòîðûõ, èìååòñÿ 3 êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç êóáè÷åñêèõ êîðíåé â ôîðìóëàõ
Êàðäàíî. Êîðíè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, îäíàêî, ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ïðè òàêîì âûáîðå êîðíåé,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (23.4). Â-òðåòüèõ, ÷èñëà α è β ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè äàæå
â òîì ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå èìååò 3 äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ. Â ÷åòâåðòûõ, äëÿ óðàâíåíèÿ ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âàæíóþ ðîëü èãðàåò çíàê äèñêðèìèíàíòà:

� åñëè D < 0, òî óðàâíåíèå (23.2) èìååò 1 âåùåñòâåííûé êîðåíü è äâà êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåí-
íûõ êîðíÿ,

� åñëè D = 0, òî óðàâíåíèå (23.2) èìååò 1 èëè 2 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ,

� åñëè D > 0, òî óðàâíåíèå (23.2) èìååò 3 ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ.
Ñõåìàòè÷íî îïèøåì ìåòîä ñâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ ñòåïåíè 4 ê óðàâíåíèþ ñòåïåíè 3, èçâåñòíûé

êàê ìåòîä Ôåððàðè. Äëÿ óðàâíåíèÿ

y4 + ay3 + by2 + cy + d = 0
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ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè y = x− a
4
ïåðåéäåì ê �íåïîëíîìó� óðàâíåíèþ

x4 + px2 + qx+ r = 0.

Äàëåå ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð α è ïðèìåíèì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå:

x4 + px2 + qx+ r =
(
x2 +

p

2
+ α

)2
−
[
2αx2 − qx+

(
α2 + pα− r +

p2

4

)]
= 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí îò x, ñòîÿùèé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàä-
ðàòîì ëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà, òî óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ. À äëÿ
òîãî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2 áûë ïîëíûì êâàäðàòîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî
äèñêðèìèíàíò áûë ðàâåí 0, ò.å. ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

q2 − 8α

(
α2 + pα− r +

p2

4

)
= 0.

Ýòî � êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî α, íàéäÿ õîòÿ áû îäèí êîðåíü êîòîðîãî ìû ïîëó÷èì
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñòåïåíè 4.
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