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Ëåêöèÿ 1. Îïðåäåëåíèå ãðóïïû. Ïðèìåðû ãðóïï. Ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Èçîìîðôèçì
ãðóïï. Ïîäãðóïïû. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Êëàññè-
ôèêàöèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî (G, ·) ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1. ∀a, b, c ∈ G, a · (b · c) = (a · b) · c (àññîöèàòèâíîñòü);
2. ∃e ∈ G : ∀a ∈ G, e · a = a · e = a (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà � åäèíèöû ãðóïïû);
3. ∀a ∈ G ∃a−1 : a · a−1 = a−1 · a = e (îáðàòèìîñòü).
Åäèíñòâåííîñòü åäèíèöû è îáðàòíîãî ýëåìåíòà: e = ee′ = e′, a′a = aa′′ = e ⇒ a′′ = (a′a)a′′ =
a′(aa′′) = a′.
Êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ãðóïïû. Ïîðÿäîê ãðóïïû |G|. Ïðèìåðû ãðóïï ((Z,+) è ò.ä., F ∗, Sn,
GL(n, F ) è ò.ä.).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé (àáåëåâîé), åñëè â íåé âûïîëíåíî òîæ-
äåñòâî êîììóòàòèâíîñòè ∀a, b ∈ G, a · b = b · a.

Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï êîììóòàòèâíû?

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü G,H � ãðóïïû. Îòîáðàæåíèå f : G→ H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì,
åñëè ∀a, b ∈ G : f(ab) = f(a)f(b).
Ïðèìåð exp : (R,+)→ (R∗, ·). Ñîõðàíåíèå åäèíèöû è îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïðè ãîìîìîðôèçìå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ãîìîìîðôèçì ãðóïï, ÿâëÿþùèéñÿ áèåêòèâíûì (âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì) îòîá-
ðàæåíèåì, íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïàìè G è H,
òî îíè íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè. Îáîçíà÷åíèå G ∼= H.
Ñâîéñòâà èçîìîðôíûõ ãðóïï (G ∼= G, G ∼= H ⇒ H ∼= G, G ∼= H & H ∼= K ⇒ G ∼= K. )

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü G � ãðóïïà. Ïîäìíîæåñòâî H ⊆ G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè H �
ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, îïðåäåëåííîé â G. Îáîçíà÷åíèå H 6 G.
Ýêâèâàëåíòíî: H ñîäåðæèò åäèíèöó, H çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è îáðàùåíèÿ. Ïðè-
ìåðû (nZ � ïîäãðóïïà, N � íå ïîäãðóïïà â Z).
Ñâîéñòâà ïîäãðóïï: ïåðåñå÷åíèå, ãîìîìîðôíûé îáðàç.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü G � ãðóïïà, g ∈ G. Îïðåäåëèì öåëûå ñòåïåíè ýëåìåíòà g:

gn =


gg . . . g︸ ︷︷ ︸
n ðàç

ïðè n > 0,

e ïðè n = 0
(g−1)−n ïðè n < 0

Ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòîì g: < g >= {gn : n ∈ Z}. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷å-
ñêîé, åñëè G =< g > äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g ãðóïïûG íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
n òàêîå, ÷òî gn = e. Îáîçíà÷åíèå n = ord(g). Åñëè òàêîãî ÷èñëà n íå ñóùåñòâóåò, ãîâîðÿò, ÷òî g
� ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ord(g) =∞.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G, ord(g) = | < g > |.
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J Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ýëåìåíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ðàçëè÷íû, à
ñðåäè ñòåïåíåé ýëåìåíòà G êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n ðàçëè÷íû e = g0, g = g1, . . . , gn−1.I

Òåîðåìà 1. Ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêèõ ãðóïï � öèêëè÷åñêèå.

J Ïóñòü G =< a >, H 6 G. Åñëè H = {e}, òî H =< e >. Èíà÷å ñóùåñòâóåò k = min{n > 0 :
an ∈ H}. Òîãäà åñëè am ∈ H, ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì m íà k: m = kq + r, 0 6 r < k è ïîëó÷èì
ar = am(ak)−q ∈ H, è â ñèëó âûáîðà k, r = 0, ò.å. am = (ak)q. Çíà÷èò, H =< ak >.I

Òåîðåìà 2 (î êëàññèôèêàöèè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï). Áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
èçîìîðôíà Z. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà ãðóïïå âû÷åòîâ Zn.

J Ïóñòü G =< a >. Åñëè |G| =∞, òî âñå ñòåïåíè an : n ∈ Z ðàçëè÷íû ïðè ðàçíûõ ïîêàçàòåëÿõ
(ñì. ïðåäûäóùóþ ëåììó). Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå n 7→ an � èçîìîðôèçì. À åñëè |G| = n < ∞,
òî âñå ñòåïåíè ak : 0 6 k < n ðàçëè÷íû, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå [k] 7→ ak � èçîìîðôèçì.I
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Ëåêöèÿ 2. Ñìåæíûå êëàññû, èõ ñâîéñòâà. Òåîðåìà Ëàãðàíæà è å¼ ñëåäñòâèÿ. Íîð-
ìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ôàêòîð-ãðóïïà. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå. Òåîðåìû îá èçî-
ìîðôèçìå. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï (âíåøíåå), ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï,
èçîìîðôèçì ìåæäó íèìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü H 6 G. Ìíîæåñòâî gH = {gh : h ∈ H} íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì
êëàññîì ýëåìåíòà g ∈ G ïî ïîäãðóïïå H. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå
H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì H â G (îáîçíà÷åíèå (G : H)).

Ëåììà. Ïóñòü H 6 G, g ∈ G è g′ ∈ gH. Òîãäà g′H = gH.

J Ïî óñëîâèþ, g′ = gh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H. Íî hH = H, è g′H = ghH = gH.I

Ñëåäñòâèå. Ñìåæíûå êëàññû ïî çàäàííîé ïîäãðóïïå H 6 G îáðàçóþò ðàçáèåíèå ãðóïïû G.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H 6 G. Òîãäà |H| |G|.

J Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G, |gH| = |H|. Çíà÷èò, |G| = |H|(G : H)|.I

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g êîíå÷íîé ãðóïïû G, ord(g) |G|.

Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäãðóïïà H 6 G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè ∀g ∈ G : gH = Hg, ò. å.
êàæäûé ëåâûé ñìåæíûé êëàññ ñîâïàäàåò ñ ïðàâûì. Îáîçíà÷åíèå H C G.

Çàìå÷àíèå 1. H C G⇔ ∀g ∈ G, h ∈ H : g−1hg ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü H C G. Ìíîæåñòâî (íåâàæíî, ëåâûõ èëè ïðàâûõ) ñìåæíûõ êëàññîâ
gH : g ∈ G ñ îïåðàöèåé g1Hg2H = g1g2H íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïå H.

J Êîððåêòíîñòü! Åñëè g′1H = g1H è g′2H = g2H, òî ñóùåñòâóþò h1, h2 ∈ H, òàêèå, ÷òî g′1 = g1h1
è g′2 = g2h2. Çíà÷èò, g′1g

′
2H = g1h1g2h2H = g1g2 (g

−1
2 h1g2)h2︸ ︷︷ ︸
∈H

H = g1g2HI

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü H C G. Îòîáðàæåíèå π : G → G/H, òàêîå, ÷òî ∀g ∈ G : π(g) = gH,
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû G íà ôàêòîð-ãðóïïó G/H.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü f : G → H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. ßäðîì ãîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî ker f = {g ∈ G : f(g) = e}.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü f : G→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà ker f C G. Îáðàòíî, åñëè H C G,
òî kerπ = H. Ãîìîìîðôèçì f : G→ H ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ⇔ kerf = {e} è f(G) = H.
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Òåîðåìà 2 (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï). Ïóñòü f : G → H � ãîìîìîðôèçì
ãðóïï, π : G→ G/ ker f � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà:
1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì f : G/ ker f → H, òàêîé, ÷òî fπ = f (ñì. äèàãðàììó)

G
f //

π
��

H

G/ ker f
f

::

2. G/ ker f ∼= f(G).
3. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè L(f(G)) ïîäãðóïï ãðóï-
ïû f(G) è L(G, ker f) ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîäåðæàùèõ ker f , ñîõðàíÿþùåå âêëþ÷åíèå (ðåøå-
òî÷íûé èçîìîðôèçì).
4. Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ñîõðàíÿåò íîðìàëüíîñòü ïîäãðóïï.

J 1. Îáîçíà÷èì ker f = K. Ïîëîæèì f(gK) = f(g). Òðåáóþòñÿ î÷åâèäíûå ïðîâåðêè (êîððåêò-
íîñòü, ñîõðàíåíèå îïåðàöèé)!
2. Çàìåòèì: gK ∈ ker f ⇔ f(g) = e⇔ g ∈ K ⇔ gK = e â ôàêòîð-ãðóïïå.
3. Ëþáîé ïîäãðóïïå B ∈ L(f(G)) ñîïîñòàâèì åå ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(B), à ïîäãðóïïå A ∈
L(G,K) � ïîäãðóïïó f(A).
4. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà.I

Òåîðåìà 3 (Ïåðâàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå). Ïóñòü H 6 G, K C G. Òîãäà HK 6 G, è
HK/K ∼= H/(K ∩H).

J Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî H ∩ K C H. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : H → G/K,
òàêîé, ÷òî f(h) = hK. Òîãäà ker f = H ∩K è f(H) = KH/K.I

Òåîðåìà 4 (Âòîðàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå). Ïóñòü H 6 G, K C G è K ⊆ H. Òîãäà
H/K 6 G/K, è åñëè H C G, òî G/H ∼= (G/K)/(H/K).

J Èñïîëüçóåì ãîìîìîðôèçì f : g 7→ gK(H/K).I

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì (âíåøíèì) ãðóïï G è H íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñ ìíî-
æåñòâîì ýëåìåíòîâ G×H è îïåðàöèåé (g1, h1) · (g2, h2) = (g1g2, h1h2).

Îïðåäåëåíèå 7. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì (âíóòðåííèì) ñâîèõ ïîäãðóïï
A è B, åñëè
1. A C G, B C G,
2. Ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå g = ab, ãäå a ∈ A, b ∈ B.
Îáîçíà÷åíèå: G = A×B.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A C G, B C G. Òîãäà G = A×B ⇔ (G = AB & A ∩B = {e}).

J Ïóñòü G = A × B. Òîãäà G = AB èç óñëîâèÿ 2. Åñëè x ∈ A ∩ B, òî e = ee = xx−1, è
èç åäèíñòâåííîñòè x = e. Îáðàòíî, åñëè G = AB, è A ∩ B = {e}, òî ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå g = ab, ãäå a ∈ A, b ∈ B, è åñëè ab = a′b′ ïðè a′ ∈ A, b′ ∈ B, òî
a−1a′ = bb′−1 ∈ A ∩B, ïîýòîìó a = a′ è b = b′.I
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Òåîðåìà 6. Åñëè G � âíóòðåííåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï A è B, òî G ∼= A×B

J Îòîáðàæåíèå (a, b) 7→ ab � áèåêöèÿ. Ïðîâåðèì ñîõðàíåíèå îïåðàöèè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
x ∈ A, y ∈ B, òî xyx−1︸ ︷︷ ︸

∈B

y−1 = x yx−1y−1︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ A∩B, ïîýòîìó xy = yx. Ñëåäîâàòåëüíî, (a, b)(a′, b′) 7→

aba′b′ = aa′bb′.I

Òåîðåìà 7. Ïóñòü A C G, B C H. Òîãäà A×B C G×H, è (G×H)/(A×B) ∼= (G/A)× (H/B).

J Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì (g, h) 7→ (gA, hB).I
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Ëåêöèÿ 3. Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå àáåëåâû ãðóïïû. Ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû.
Ïîäãðóïïû ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.
Ïî òðàäèöèè, äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï èñïîëüçóåòñÿ àääèòèâíàÿ ñèìâîëèêà: îïåðàöèÿ â àáåëåâîé
ãðóïïå îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì �+� è íàçûâàåòñÿ ñëîæåíèåì, ñîîòâåòñòâåííî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
� çíàêîì 0, îáðàòíûé (ïðîòèâîïîëîæíûé) ýëåìåíò ê ýëåìåíòó a îáîçíà÷àåòñÿ −a, à âìåñòî
îáîçíà÷åíèÿ ñòåïåíè ýëåìåíòà a ïðèìåíÿþò îáîçíà÷åíèå na, ãäå n ∈ Z. Òàêæå âìåñòî òåðìèíà
�ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå� èñïîëüçóþò òåðìèí �ïðÿìàÿ ñóììà� è çíàê �⊕�.

Îïðåäåëåíèå 1. Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäìíî-
æåñòâî {a1, . . . , an} ⊆ A (ñèñòåìà îáðàçóþùèõ), òàêîå, ÷òî A =< a1, . . . , an >. Èíûìè ñëîâàìè,
A = {k1a1 + . . .+ knan : ki ∈ Z, 1 6 i 6 n}.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäìíîæåñòâî {a1, . . . , an} àáåëåâîé ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìîé ñèñòåìîé, åñëè èç ðàâåíñòâà k1a1 + . . . + knan = 0, ki ∈ Z, 1 6 i 6 n ñëåäóåò, ÷òî
k1 = . . . = kn = 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäìíîæåñòâî {a1, . . . , an} àáåëåâîé ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè
{a1, . . . , an} � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû A.

Îïðåäåëåíèå 4. Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ñâîáîäíîé ãðóïïîé, åñëè
îíà èìååò (êîíå÷íûé) áàçèñ.
Ïðèìåð: Zn = Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n ðàç

.

Òåîðåìà 1. Åñëè {a1, . . . , an} � áàçèñ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû A, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
a ∈ A ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå êîýôôèöèåíòû k1, . . . , kn ∈ Z, òàêèå, ÷òî a = k1a1 + . . .+ knan.

J Ñóùåñòâîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ k1, . . . , kn ∈ Z ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû îáðàçóþùèõ,
à åäèíñòâåííîñòü � èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè:

k1a1 + . . .+ knan = k′1a1 + . . .+ k′nan ⇒ k1 − k′1 = . . . = kn − k′n = 0⇒ k1 = k′1, . . . , kn = k′n

I

Òåîðåìà 2. Ëþáûå äâà áàçèñà êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïû ñîäåðæàò îäíî è òî æå
÷èñëî ýëåìåíòîâ.

J Ïóñòü {a1, . . . , an} è {b1, . . . , bm} � äâà áàçèñà àáåëåâîé ãðóïïû A. Äîïóñòèì, ÷òî m < n.
Òîãäà ýëåìåíòû a1, . . . , an ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç b1, . . . , bm:

a1 = k11b1 + . . .+ k1,mbm
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an = kn,1b1 + . . .+ kn,mbm

.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

k11 . . . k1,m
. . . . . . . . . . . . . .
kn,1 . . . kn,m

 íàä ïîëåì Q. ×èñëî ñòðîê ýòîé ìàòðèöû áîëüøå ÷èñëà

ñòîëáöîâ, çíà÷èò åå ñòðîêè ëèíåéíî çàâèñèìû íàä Q, ò.å. ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
λ1, . . . , λn, íå âñå ðàâíûå 0, òàêèå, ÷òî

λ1(k11, . . . , k1,m) + . . .+ λn(kn,1, . . . , kn,m) = (0, . . . , 0). (1)
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Ïðèâåäåì äðîáè λ1, . . . , λn ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ: λi = pi/q, p1, . . . , pn, q ∈ Z. Óìíîæàÿ (1) íà
q, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

p1(k11, . . . , k1,m) + . . .+ pn(kn,1, . . . , kn,m) = (0, . . . , 0), (2)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
p1a1 + . . .+ pnan =
p1(k11b1 + . . .+ k1,mbm)+
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+pn(kn,1b1 + . . .+ kn,mbm) =
(p1k11 + . . .+ pnkn,1)b1+
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(p1k1,m + . . .+ pnkn,m)bm = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû {a1, . . . , an}.I

Îáîçíà÷åíèå. ×èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû A áóäåì îáîçíà÷àòü rkA
è íàçûâàòü ðàíãîì ýòîé ãðóïïû.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè A � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n, òî A ∼= Zn.

J Åñëè {a1, . . . , an} � áàçèñ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû A, òî îòîáðàæåíèå

k1a1 + . . .+ knan 7→ (k1, . . . , kn)

êîððåêòíî îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.I

Òåîðåìà 3 (î ïîäãðóïïàõ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû). Åñëè A � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ
àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n, B 6 A � åå ïîäãðóïïà, òî B � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà íå
áîëåå n.

J Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Åñëè n = 1, òî A ∼= Z, è ëèáî B = 0, ëèáî
B = rZ, ãäå r 6= 0 (òåîðåìà î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï), ò.å. rkB = 0 èëè rkB = 1. Ïóñòü
n > 1, è {a1, . . . , an} � áàçèñ ãðóïïû A. Ïîëîæèì A0 =< a1, . . . , an−1 >. Òîãäà A0 � ñâîáîäíàÿ
àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n − 1. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : A → Z, îïðåäåëåííûé ïðàâèëîì
f(k1a1 + . . . + knan) = kn. Òîãäà f(B) 6 Z. Åñëè f(B) = {0}, òî B 6 A0, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè B � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå n−1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f(B) = rZ, ãäå
r 6= 0, è íàéäåòñÿ ýëåìåíò b ∈ B òàêîé, ÷òî f(b) = r, ò.å. b = u1a1+ . . .+un−1an−1+ran. Çàìåòèì,
÷òî < b > � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, çíà÷èò < b >∼= Z. Ïîëîæèì B0 = B ∩ A0. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè B0 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãàm 6 n−1. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü,
÷òî B =< b > ⊕B0. Èñïîëüçóåì òåîðåìó 2.5 (â àääèòèâíîé ñèìâîëèêå). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
< b > ∩B0 = {0}, òàê êàê ïðè k 6= 0 èìååì kb = ku1a1 + . . . + un−1an−1 + kran 6∈ A0. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè b′ ∈ B, òî b′ = u′1a1+. . .+u

′
n−1an−1+r

′an, ïðè÷åì r′ = f(b′) ∈ rZ⇒ ∃q ∈ Z : r′ = rq.
Çíà÷èò, b′ = bq+ (b′− bq), ïðè÷åì b′− bq = (u′1− qu1)a1 + ...+ (u′n−1− qun−1)an−1 ∈ B ∩A0 = B0.
Ñëåäîâàòåëüíî, B =< b > ⊕B0

∼= Zm ⊕ Z = Zm+1, è m+ 1 6 (n− 1) + 1 = n. I

Òåîðåìà 4 (íàêðûâàþùåå ñâîéñòâî ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï). Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼ííàÿ àáåëåâà ãðóïïà èçîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïïå íåêîòîðîé ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé
àáåëåâîé ãðóïïû ïî íåêîòîðîé åå ïîäãðóïïå.

J Ïóñòü {a1, . . . , an} � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ àáåëåâîé ãðóïïû A. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì
f : Zn → A, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì f((k1, . . . , kn)) = k1a1 + . . .+ knan. Òîãäà f � ñþðúåêòèâ-
íûé ãîìîìîðôèçì, è ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå, A ∼= Zn/ ker f .I
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Ëåêöèÿ 4. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñîãëàñîâàííûõ áàçèñîâ ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïî-
ðîæä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïû è å¼ ïîäãðóïïû. Ðàçëîæåíèå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé
àáåëåâîé ãðóïïû â ïðÿìóþ ñóììó áåñêîíå÷íûõ è ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï
(ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü)

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n ñ áàçèñîì a1, . . . , an è B � åå
ïîäãðóïïà ñ áàçèñîì b1, . . . , bm (âñïîìíèì òåîðåìó î ïîäãðóïïàõ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû).
Ýòè äâà áàçèñà íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà d1, . . . , dm, òàêèå,
÷òî bi = diai, i = 1, . . . ,m.

Òåîðåìà 1 (î ñóùåñòâîâàíèè ñîãëàñîâàííûõ áàçèñîâ). Äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû A è ëþáîé åå ïîäãðóïïû B ñóùåñòâóþò èõ ñîãëàñîâàííûå áàçèñû.

J Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûáåðåì ñíà÷àëà ïðîèçâîëüíûå áàçèñû a1, . . . , an â A è b1, . . . , bm â B è
óêàæåì, êàê èõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñîãëàñîâàííûå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíò ai çàìåíèòü
íà ýëåìåíò ai+raj, ãäå r ∈ Z, òî íîâàÿ ñèñòåìà a1, . . . , ai+raj, . . . , an ñíîâà áóäåò áàçèñîì ãðóïïû
A. Äåéñòâèòåëüíî, k1a1+ . . .+ki(ai+raj)+ . . .+knan = 0⇔ k1a1+ . . .+kiai+ . . .+(kj+rki)aj = 0
⇔ k1 = . . . = ki = . . . = kj + rki = . . . = kn = 0, à èç ki = 0 è kj + rki = 0 ñëåäóåò kj = 0,
ïîýòîìó íîâàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ai = (ai + raj) − raj, ïîýòîìó
< a1, . . . , ai + raj, . . . , an >= A.
Àíàëîãè÷íûå çàìåíû ìîæíî ïðîâîäèòü ñ áàçèñîì ïîäãðóïïû.

Ñâÿçü ìåæäó áàçèñàìè ìîæíî îïðåäåëÿòü ìàòðèöåé, êàê â ïðåäûäóùåé ëåêöèè:

(b1, . . . , bm) = (a1, . . . , an)M,

ãäå M � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × m. Ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíòîâ áàçè-
ñà a1, . . . , an (ñîîòâåòñòâåííî, áàçèñà b1, . . . , bm) îòâå÷àåò ïåðåñòàíîâêà ñòðîê (ñîîòâåòñòâåííî,
ñòîëáöîâ) ìàòðèöû M , à ðàññìîòðåííîìó âûøå ïðåîáðàçîâàíèþ áàçèñà ãðóïïû A (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ãðóïïû B) ñîîòâåòñòâóåò öåëî÷èñëåííîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñòîëáöîâ) ìàòðèöû M .

Ðàññìàòðèâàåìûå áàçèñû ñîãëàñîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà M äèàãîíàëüíà.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, êàê ñ ïîìîùüþ öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðîèçâîëüíîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû ìîæíî ïðèâåñòè åå ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó.

Åñëè M = 0, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ââåäåì ïàðàìåòð d(M), ðàâíûé
íàèìåíüøåìó ìîäóëþ íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû M . Ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè è ñòîëáöû, äî-
áüåìñÿ òîãî, ÷òî d(M) = |m11|. Åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò m1,i íå äåëèòñÿ íà m11, ðàçäåëèì åãî
íà m11 ñ îñòàòêîì: m1,i = m11q + r, 0 < r < d(M). Âû÷èòàÿ ïåðâûé ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà
q, èç i-ãî ñòîëáöà, ïîëó÷àåì íîâóþ ìàòðèöó M ′, ïðè÷åì d(M ′) 6 r < d(M). Ïîñëåäîâàòåëüíî
óìåíüøàÿ d(M), ïîëó÷èì ìàòðèöó, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà
äåëÿòñÿ íà m11. Íî òîãäà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî ñäåëàòü èç íåå ìàòðèöó

âèäà

(
m11 0
0 M ′

)
. Çàòåì òå æå äåéñòâèÿ ïîâòîðÿåì äëÿ ìåíüøåé ìàòðèöû M ′ è ò.ä. I

Òåîðåìà 2 (êðèòåðèé öèêëè÷íîñòè ïðÿìîé ñóììû êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï,
èëè êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ãðóïïà Zn⊕Zm ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé⇔ (m,n) = 1.

J Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : Z → Zn ⊕ Zm, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì f(x) = ([x]n, [x]m).
ßñíî, ÷òî åñëè (m,n) = 1, òî ker f = {r : m r & n r} = {r : mn r} = mnZ. Çíà÷èò, |f(Z)| =
|Zmn| = |Zn⊕Zm, ò.å. Zmn ∼= Zn⊕Zm. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íàì íå ïîíàäîáèòñÿ è îñòàâëÿåòñÿ
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â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.I

Îïðåäåëåíèå 2. Êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ïðèìàðíîé, åñëè |A| = pk, ãäå
p � ïðîñòîå ÷èñëî, k ≥ 1.

Òåîðåìà 3 (Ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ). Åñëè A� êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ
àáåëåâà ãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò å¼ êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó áåñêîíå÷íûõ è
ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï:

A ∼= Z
p
k1
1
⊕ Z

p
k2
2
⊕ . . .⊕ Zpkss ⊕ Zt. (1)

J Êàê èçâåñòíî, ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå
íåêîòîðîé ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ãðóïïû L ïî åå ïîäãðóïïå B. Âûáåðåì â L è â B
ñîãëàñîâàííûå áàçèñû a1, . . . , an è b1 = d1a1, . . . , bm = dmam (òåîðåìà 1). Òîãäà

L =< a1 > ⊕ . . .⊕ < am > ⊕ < am+1 > ⊕ . . .⊕ < an >,

B =< d1a1 > ⊕ . . .⊕ < dmam > ⊕ < 0am+1 > ⊕ . . .⊕ < 0an > .

Ïî òåîðåìå 2.7, L/B ∼= Zd1 ⊕ . . . ⊕ Zdm ⊕ Zn−m. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè d = pk11 . . . pkrr , ãäå
p1, . . . , pr � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî Zd = Z

p
k1
1
⊕ . . .⊕ Zpkrr .I

Òåîðåìà 4 (Åäèíñòâåííîñòü êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ). Ðàçëîæåíèå (1) ïðîèçâîëüíîé
êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ãðóïïû A îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàå-
ìûõ.

J Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âèäà Z è âèäà Zpk ñ ôèêñèðîâàííûìè p è k
â ðàçëîæåíèè (1) îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, èëè êðó÷åíèåì àáåëåâîé ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî T (A) ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â A.
Çàìåòèì, ÷òî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî T (A) = Z

p
k1
1
⊕ Z

p
k2
2
⊕ . . . ⊕ Zpkss , ñëåäîâàòåëüíî, A/T (A)

∼= Zt,
ò.å. ÷èñëî t = rk(A/T (A)) îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî (òåîðåìà 3.2). Ïóñòü òåïåðü A � êîíå÷íàÿ
àáåëåâà ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p, p-ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, èëè p-êðó÷åíèåì ãðóïïû A
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Tp(A) ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà pk, k ∈ Z, â A.
ßñíî, ÷òî Tp(A) � ýòî ñóììà ñëàãàåìûõ èç (1), äëÿ êîòîðûõ pi = p. Ïóñòü òåïåðü A � êîíå÷íàÿ
àáåëåâà p-ãðóïïà, ò.å. A = Tp(A) ∼= Zpk1 ⊕ . . . ⊕ Zpkr . Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : A → A,
òàêîé, ÷òî f(x) = px. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî, èçîìîðôíîãî Zpk , åãî îáðàç áóäåò èçîìîð-
ôåí Zpk−1 , çíà÷èò, | ker f | = pr, è ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè A îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè f(A) ðàâíî ÷èñëó ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè A,
ïîðÿäîê êîòîðûõ áîëüøå p (ñëàãàåìûå ïîðÿäêà p àííóëèðóþòñÿ ãîìîìîðôèçìîì f). Èíäóêöèÿ
ïî ïîðÿäêó ãðóïïû çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.I
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Ëåêöèÿ 5. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå. Ïðèìåðû. Òåîðåìà Êýëè. Îðáèòû è
ñòàáèëèçàòîðû. Òåîðåìà (î öåíòðå êîíå÷íîé p-ãðóïïû).

Îïðåäåëåíèå 1. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå M � ýòî îòîáðàæåíèå G×M →
M , (g,m) 7→ gm, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
1. ∀g, h ∈ G,m ∈M : g(hm) = (gh)m
2. ∀m ∈M : em = m.
Ïðèìåðû: GL(V ) íà V , Sn íà {1, . . . , n}, G íà G ëåâûìè ñäâèãàìè (gx = gx) è ñîïðÿæåíèÿìè
(xg = gxg−1).
Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå äåéñòâèÿ: ãîìîìîðôèçì G â ãðóïïó S(M) áèåêöèé ìíîæåñòâà M .
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî g ∈ G îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f(g) : M → M ïðàâèëîì ∀x ∈ M :
f(g)(x) = gx. Òîãäà â ñèëó 1. f(gh) = f(g) ◦ f(h), à â ñèëó 1. è 2. f(g−1) = f(g)−1, çíà÷èò,
f(g) ∈ S(M).

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà Êýëè). Ëþáàÿ ãðóïïà G èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû áèåêöèé S(G).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè |G| = n <∞, òî ãðóïïà G èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû Sn.

J Äåéñòâèå ëåâûìè ñäâèãàìè äàåò ãîìîìîðôèçì f : G → S(G). Ïðè ýòîì åñëè g ∈ ker f , òî
f(g)(e) = ge = e, ò.å. g = e. Ñëåäîâàòåëüíî, ker f = {e}, è G ∼= f(G) ⊆ S(G).I

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü çàäàíî äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâåM . Îðáèòîé ýëåìåíòà m ∈M
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {gm : g ∈ G} (îáîçíà÷åíèå Gm èëè orb(m)). Ñòàáèëèçàòîðîì, èëè
ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé ýëåìåíòà m ∈ M íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà {g ∈ G : gm = m} (îáî-
çíà÷åíèå: Gm èëè St(m)). Îðáèòû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñîïðÿæåíèÿìè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, èëè êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè, èëè ïðîñòî ñîïðÿæåííûìè êëàññàìè,
êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà g ∈ G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç gG.
Ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà ýëåìåíòà g ∈ G îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðàëè-
çàòîðîì ýëåìåíòà g è îáîçíà÷àåòñÿ CG(g).

Ëåììà. Ïóñòü çàäàíî äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå M . Åñëè m ∈ M è m′ ∈ Gm, òî
Gm′ = Gm.

J Ïî óñëîâèþ, m′ = gm äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G. Íî Gg = G, è Gm′ = Ggm = Gm.I

Ñëåäñòâèå. Îðáèòû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G îáðàçóþò ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà M .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíî äåéñòâèå êîíå÷íîé ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà m ∈M ,

| orb(m)|| St(m)| = |G|. (1)

J Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : G → M , çàäàííîå ïðàâèëîì ϕ(g) = gm. Çàìåòèì, ÷òî g′ ∈
ϕ−1(gm) ⇔ g′m = gm ⇔ g−1g′m = m ⇔ g−1g′ ∈ St(m) ⇔ g′ ∈ g St(m), ò.å. ϕ−1(gm) = g St(m) è
|ϕ−1(gm)| = |g St(m)| = | St(m)|. Èòàê, â êàæäûé ýëåìåíò îðáèòû ïåðåõîäèò îäèíàêîâîå ÷èñëî
� | St(m)| � ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, îòêóäà ñëåäóåò (1).I
Äëÿ äåéñòâèÿ ñîïðÿæåíèÿìè (1) ïðèíèìàåò âèä

|gG||CG(g)| = |G|. (2)
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Îïðåäåëåíèå 3. Öåíòðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ z ∈ G, ÷òî ∀g ∈
G : gz = zg (îáîçíà÷åíèå Z(G)).
Ïðèìåð: Z(G) = G⇔ G � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé p-ãðóïïîé, åñëè
|G| = pk äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p.
Ïðèìåð � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 3 (î öåíòðå êîíå÷íîé p-ãðóïïû). Åñëè G � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà, òî Z(G) 6= {e}.

J Ïóñòü |G| = pk. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå G íà G ñîïðÿæåíèÿìè è îáîçíà÷èì ÷åðåç gG1 , . . . , g
G
s

âñå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè. ßñíî, ÷òî |gG| = 1⇔ g ∈ Z(G). Ïóñòü |gG1 | = . . . = |gGr | = 1, |gGi | > 1
ïðè i > r. Òîãäà r = |Z(G)| > 1, ò.ê. e ∈ Z(G)|. Èç (1) ïîëó÷àåì |gGi | = pki , ki > 0 ïðè r < i 6 s,

è |G| = |Z(G)|+
s∑

i=r+1

pki , ò.å. ÷èñëî |Z(G)| = pk −
s∑

i=r+1

pki äåëèòñÿ íà p.I

Òåîðåìà 4. Åñëè G � íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, òî ãðóïïà G/Z(G) íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

J Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: G/Z(G) =< gZ(G) >. Ïóñòü a, b ∈ G. Òîãäà

∃r, s ∈ Z : aZ(G) = (gZ(G))r = grZ(G), bZ(G) = (gZ(G))s = gsZ(G).

Â ÷àñòíîñòè, a = grx è b = gsy, ãäå x, y ∈ Z(G), îòêóäà ab = grxgsy = grgsxy = gsygrx = ba, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ � íåêîììóòàòèâíîñòè ãðóïïû G.I

Òåîðåìà 5. Ãðóïïà ïîðÿäêà p2, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, êîììóòàòèâíà.

J Ïî òåîðåìå î öåíòðå êîíå÷íîé p-ãðóïïû, |Z(G)| > 1. Åñëè |Z(G)| = p2, òî G � êîììóòàòèâ-
íàÿ ãðóïïà. Âàðèàíò |Z(G)| = p íåâîçìîæåí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà G/Z(G) èìåëà áû
ïðîñòîé ïîðÿäîê è áûëà áû öèêëè÷åñêîé, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå.I
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Ëåêöèÿ 6. Òðè òåîðåìû Ñèëîâà.
Â ýòîé ëåêöèè p � ïðîñòîå ÷èñëî, G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, |G| = n = pkm, ãäå p - m.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk (ò.å.
p-ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî âîçìîæíîãî ïîðÿäêà).

Òåîðåìà 1 (ïåðâàÿ òåîðåìà Ñèëîâà � òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ). Ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà
ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò.

J Äîêàæåì ïåðâóþ òåîðåìó Ñèëîâà èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü
n > 1 è k > 0. Ïðåäñòàâèì ãðóïïó G êàê îáúåäèíåíèå êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè: G = ∪si=1g

G
i .

Ñ÷èòàåì, ÷òî |gGi | = 1 ïðè 1 6 i 6 r è |gGi | > 1 ïðè r < i 6 s. Ïðè ýòîì r >= 1, òàê îäèí
îäíîýëåìåíòíûé êëàññ eG ñóùåñòâóåò. Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ.

1. Êàæäîå èç ÷èñåë |gGi |, r < i 6 s äåëèòñÿ íà p. Òîãäà |Z(G)| = |G| −
s∑

i=r+1

|gGi | äåëèòñÿ íà p. Íî

Z(G) � àáåëåâà ãðóïïà, ïîýòîìó îíà èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïðèìàðíûõ öèêëè÷å-
ñêèõ ïîäãðóïï. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí íåòðèâèàëüíûé ñîìíîæèòåëü H, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí
pt, ãäå t > 0. Òîãäà H C G è |G/H| = |G|/pr = pk−tm < |G|. Ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëî-
æåíèå ê ãðóïïå G/H, íàéäåì ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó S â ãðóïïå G/H. Åñëè π : G → G/H �
êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì, òî S = π−1(S) � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â G.
2. Îäíî èç ÷èñåë |gGi |, r < i 6 s íå äåëèòñÿ íà p. Îáîçíà÷èì gi = g è ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó
H = CG(g). Ïî (2), |H| = |G|/|gG| = pkm′ äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m′ < m. Ñè-
ëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â H ñóùåñòâóåò ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñèëîâñêîé
p-ïîäãðóïïîé â G.I

Òåîðåìà 2 (âòîðàÿ òåîðåìà Ñèëîâà � òåîðåìà î ñîïðÿæåííîñòè).
1. Äëÿ ëþáîé p-ïîäãðóïïû H 6 G ñóùåñòâóåò ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà S 6 G, òàêàÿ, ÷òî H ⊆ S.
2. Ëþáûå äâå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû â G ñîïðÿæåíû.

J 1. Ïóñòü S0 � íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà âG. Ðàññìîòðèì äåéñòâèåH ëåâûìè ñäâèãàìè
íà ìíîæåñòâå M ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî ïîäãðóïïå S0 ( h(gS0) = (hg)S0 ). Î÷åâèäíî, ÷òî
êàæäàÿ îðáèòà ýòîãî äåéñòâèÿ ñîäåðæèò pl ýëåìåíòîâ, pl 6 |H|, è íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà îðáèòà
èç îäíîãî ýëåìåíòà (èíà÷å |M | = m áûëî áû êðàòíî p). Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
g ∈ G òàêîé, ÷òî HgS0 = gS0. Òîãäà g−1Hg ⊆ S0 è H ⊆ S = gS0g

−1.
2. Ïóñòü S0, S1 � äâå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû âG. Ïðèìåíèì ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå êH = S1.
Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà g ∈ G, S1 ⊆ S = gS0g

−1. Íî ãðóïïû S1 è S èìåþò
îäèíàêîâûå ïîðÿäêè pk, çíà÷èò, S1 = S.I

Òåîðåìà 3 (òðåòüÿ òåîðåìà Ñèëîâà � òåîðåìà î êîëè÷åñòâå ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï).
Ïóñòü np(G) � êîëè÷åñòâî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû G. Òîãäà np(G) ≡ 1 (mod p).

J Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ñîïðÿæåíèÿìè êàêîé-ëèáî îäíîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû S íà ìíîæå-
ñòâå N âñåõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû G. Äîïóñòèì, ÷òî åñòü êàêàÿ-òî îðáèòà èç îäíîãî
ýëåìåíòà {S1}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ S, xS1x

−1 = S1. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî SS1

è çàìåòèì, ÷òî ýòî ïîäãðóïïà â G. Äåéñòâèòåëüíî, e = ee ∈ SS1, åñëè x, x1 ∈ S, y, y1 ∈ S1,
òî ïî äîêàçàííîìó xyx1y1 = xx1(x

−1
1 yx1︸ ︷︷ ︸
∈S1

)y1 ∈ SS1 è (xy)−1 = y−1x−1 = x−1(xy−1x−1︸ ︷︷ ︸
∈S1

) ∈ SS1).

Ïðîâåðèì, ÷òî S1 � SS1 (∀x ∈ S, y ∈ S1, xyS1(xy)
−1 = xS1x

−1 = S1). Ïî ïåðâîé òåîðå-
ìå îá èçîìîðôèçìå SS1/S1

∼= S/S1 ∩ S. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè |S1 ∩ S| = pl, òî l 6 k è
|SS1| = |S1||SS1/S1| = pk|S/S1 ∩ S| = pkpk−l = p2k−l|. Ïî îïðåäåëåíèþ k èìååì 2k − l 6 k,
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îòêóäà l > k. Ïîëó÷àåì l = k è S = S1. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííàÿ îðáèòà {S} ñîäåðæèò
îäèí ýëåìåíò, à ïîðÿäêè îñòàëüíûõ îðáèò äåëÿòñÿ íà p. Çíà÷èò, np(G) = |N | = 1 + pq.I
Çàìåòèì, ÷òî èç âòîðîé è òðåòüåé òåîðåì Ñèëîâà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî np(G) m.
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Ëåêöèÿ 7. Êîììóòàíò ãðóïïû, åãî ñâîéñòâà. Ðàçðåøèìûå ãðóïïû, èõ ñâîéñòâà. Ðàç-
ðåøèìîñòü ãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Ðàçðåøèìîñòü êîíå÷íîé p-ãðóïïû.
Ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû ïîðÿäêà pq (ãäå p, q � ïðîñòûå ÷èñëà).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ïîäìíîæåñòâîì S ãðóïïû G � ýòî íàèìåíüøàÿ
ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ S. Îáîçíà÷åíèå < S >.

Çàìå÷àíèå 1.
< S >= {x±11 x±12 . . . x±1m : xi ∈ S, i = 1, . . . ,m, m > 0} (3)

Îïðåäåëåíèå 2. Êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ x, y ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò [x, y] =
xyx−1y−1. Êîììóòàíòîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ åå ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè êîììóòà-
òîðàìè åå ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷åíèå G′ èëè [G,G].

Çàìå÷àíèå 2. [x, y]−1 = [y, x],

G′ = {[x1, y1][x2, y2] . . . [xm, ym] : xi, yi ∈ G, i = 1, . . . ,m, m > 0}. (4)

Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà êîììóòàíòà).
1. Åñëè f : G → H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, òî f(G′) ⊆ H ′ (ôóíêòîðèàëüíîñòü). Åñëè ãîìîìîð-
ôèçì f ñþðúåêòèâåí, òî f(G′) = H ′. Åñëè H 6 G, òî H ′ ⊆ H ∩G′.
2. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G, G′ �G.
3. G′ = {e} ⇔ G � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.
4. Åñëè N �G, òî ãðóïïà G/N êîììóòàòèâíà ⇔ G′ ⊆ N .

J
1. Ïðÿìî ñëåäóåò èç (4) è òîãî, ÷òî f([x, y]) = f(xyx−1y−1) = [f(x), f(y)].
2. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∀g, x, y ∈ G : g[x, y]g−1 = [gxg−1, gyg−1].
3. ∀x, y ∈ G : [x, y] = e⇔ xyx−1yg−1 = e⇔ xy = yx.
4. Âûòåêàåò èç ï. 3 è ïï. 1, 2, ïðèìåíåííûõ ê êàíîíè÷åñêîìó ãîìîìîðôèçìó π : G→ G/N . I

Îïðåäåëåíèå 3. Ðÿä êîììóòàíòîâ ãðóïïûG ñòðîèòñÿ ïî èíäóêöèè:G(0) = G, G(n) = (G(n−1))′

ïðè n > 0.

Çàìå÷àíèå 3. G(n) �G ïðè âñåõ n > 0.

J Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N�G è ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G
îòîáðàæåíèå x 7→ xg = gxg−1 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç N â N , è ïðèìåíèòü n ðàç ñâîéñòâî
2 êîììóòàíòà ãðóïïû.I

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè f : G→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, òî f(G(n)) ⊆ H(n) (ôóíêòîðèàëüíîñòü).
Åñëè ãîìîìîðôèçì f ñþðúåêòèâåí, òî f(G(n)) = H(n). Åñëè H 6 G, òî H(n) ⊆ H ∩G(n).

J Î÷åâèäíàÿ èíäóêöèÿ ïî n ñ ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâà 1 êîììóòàíòà.I
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Îïðåäåëåíèå 4. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n > 0, ÷òî G(n) =
{e}.
Ïðèìåðû: ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàçðåøèìà (n = 1), S3 ðàçðåøèìà (n = 2), S4 ðàçðåøèìà
(n = 3).

Òåîðåìà 2 (ñâîéñòâà ðàçðåøèìûõ ãðóïï).
1. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà è ëþáàÿ ôàêòîð-ãðóïïà ðàçðåøèìîé ãðóïïû ðàçðåøèìû.
2. Åñëè N �G, ïðè÷åì ãðóïïû N è G/N ðàçðåøèìû, òî è ãðóïïà G ðàçðåøèìà.

J 1. Ðàçðåøèìîñòü ïîäãðóïïû H 6 G ñëåäóåò èç H(n) ⊆ H ∩ G(n). Ðàçðåøèìîñòü ôàêòîð-
ãðóïïû ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê êàíîíè÷åñêîìó ãîìîìîðôèçìó π :
G→ G/N , ãäå N �G.
2. Ïóñòü (G/N)(n) = {e}, N (m) = {e}. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì π : G → G/N .
Èìååì π(G(n)) = {e} ⇒ G(n) ⊆ N ⇒ G(n+m) ⊆ N (m) = {e}.I

Òåîðåìà 3. Ãðóïïà Tn(F ) îáðàòèìûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ëþáîãî ïîðÿäêà n > 1 íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F ðàçðåøèìà.

J Ñíà÷àëà äîêàæåì ïî èíäóêöèè ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû UTn(F ) âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàò-

ðèö, ò.å. ìàòðèö âèäà

1 ∗
. . .

0 1

. Ïðè n = 1 ýòà ãðóïïà òðèâèàëüíà. Ïðè n > 1 ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèå f : UTn(F )→ UTn−1(F ), ñîïîñòàâëÿþùåå ìàòðèöå A åå âåðõíèé ëåâûé óãîë:

A =

 f(A)
∗
...

0 . . . 0 1

 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f � ãîìîìîðôèçì, è ÷òî ker f � àáåëåâà (ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìàÿ)
ãðóïïà ìàòðèö âèäà 

1 0 0 . . . 0 u1
0 1 0 . . . 0 u2
0 0 1 . . . 0 u3

. . . . . . . . .
. . .

...
0 0 0 . . . 1 un−1
0 0 0 . . . 0 1


.

Ïðè ýòîì UTn(F )/ ker f ∼= UTn−1(F ) � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ïî
ñâîéñòâó 2 ðàçðåøèìûõ ãðóïï, UTn(F ) � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g : Tn(F )→ Tn(F ), êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ìàòðèöå
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó:

g :


α1 ∗ . . . ∗
0 α2 . . . ∗
0 0

. . . ∗
0 0 . . . αn

 7→

α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 . . . αn

 .

Ñíîâà ïðîâåðÿåì, ÷òî g � ãîìîìîðôèçì. Ïðè ýòîì g(Tn(F )) ∼= Tn(F )/ ker g � ãðóïïà îáðàòè-
ìûõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, êîòîðàÿ êîììóòàòèâíà, ker g = UTn(F ) � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, ïî
äîêàçàííîìó âûøå, çíà÷èò, Tn(F ) � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. I
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Òåîðåìà 4. Êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà ðàçðåøèìà.

J Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà, ò.å. |G| = pk, p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî k.
Ïðè k = 1 ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòàòèâíàÿ è ïîäàâíî ðàçðåøèìàÿ. Ïðè
k > 1 ãðóïïà G/Z(G) èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê, ÷åì G (òàê êàê Z(G) 6= {e} ïî òåîðåìå 5.3),
ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îíà ðàçðåøèìà, à ãðóïïà Z(G) êîììóòàòèâíà. Ïî
ñâîéñòâó 2, ãðóïïà G ðàçðåøèìà.I

Òåîðåìà 5. Ãðóïïà ïîðÿäêà pq, ãäå p, q � ïðîñòûå ÷èñëà, ðàçðåøèìà.

J Åñëè p = q, òî ãðóïïà G êîììóòàòèâíà, êàê ãðóïïà ïîðÿäêà p2 (òåîðåìà 5.5). Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî p < q. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà nq(G) ≡ 1

(mod q) è nq(G) p, çíà÷èò nq(G) = 1 è ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà S íîðìàëüíà â G. Ïðè ýòîì
S è G/S � öèêëè÷åñêèå, ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòàòèâíûå ãðóïïû. Ïîýòîìó G � ðàçðåøèìàÿ
ãðóïïà (G(2) = {e}).I
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Ëåêöèÿ 8. Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê. Ïðîñòûå ãðóïïû. Ïðîñòîòà ãðóïï An ïðè n > 5.
Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà Sn ïîðîæäåíà òðàíñïîçèöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ öèêëîì äëèíû k, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
÷èñëà i1, . . . , ik, ÷òî σ(i1) = i2, σ(i1) = i3, . . . , σ(ik) = i1, à ïðè i 6∈ {i1, . . . , ik}, σ(i) = i. Îáîçíà÷å-
íèå σ = (i1, . . . , ik)
Ïðèìåð: òðàíñïîçèöèÿ (i, j) � öèêë äëèíû 2.

Îïðåäåëåíèå 2. Öèêëû (i1, . . . , ik) è (j1, . . . , jm) íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ìíîæåñòâà
{i1, . . . , ik} è {j1, . . . , jm} èìåþò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, ïðè-
÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýòèõ öèêëîâ (â ÷àñòíîñòè, íåçàâèñè-
ìûå öèêëû êîììóòèðóþò).

J Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ: áåðåì ëþáîå ÷èñëî i ∈ {1, . . . , n} è ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
i, σ(i), σ2(i), . . .. Â íåé êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, çíà÷èò, êàêèå-òî äâà ñîâïàäàþò,
ñêàæåì, σk(i) = σl(i). Òîãäà σl−k(i) = i. Ïîëó÷àåì öèêë, íà÷èíàþùèéñÿ ñ i. Çàòåì áåðåì ÷èñëî,
íå âîøåäøåå â óæå ïîñòðîåííûé öèêë, è ñòðîèì ñëåäóþùèé öèêë, è ò.ä. Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî
áîëåå ôîðìàëüíî íåçàâèñèìûå öèêëû îïèñûâàþòñÿ êàê îðáèòû äåéñòâèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
< σ > íà {1, . . . , n}, îòêóäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ. Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü íåçàâèñè-
ìûõ öèêëîâ î÷åâèäíà.I
Ñëåäóþùåå âàæíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå
Sn:

∀π ∈ Sn, π((i1, . . . , ik)π−1 = (π(i1), . . . , π(ik)). (5)

Òåîðåìà 2. Ãðóïïà An ïðè n > 3 ïîðîæäåíà öèêëàìè äëèíû 3.

J Ëþáóþ ïîäñòàíîâêó èç Sn ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé. ×åòíàÿ ïîä-
ñòàíîâêà ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðîéíûõ öèêëîâ ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ òðàíñïîçèöèé. Íî
(a, b)(b, c) = (a, b, c), (a, b)(c, d) = (a, b)(b, c)(b, c), (c, d) = (a, b, c)(b, c, d).I

Îïðåäåëåíèå 3. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ó íåå ðîâíî äâå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû:
{e} è G.

Çàìå÷àíèå 1. Êîììóòàòèâíûå ïðîñòûå ãðóïïû � ýòî öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïðîñòîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 3. Ïðè n > 5 ãðóïïà An ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

J Ïóñòü N C An è N 6= {e}. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî N = An.
Äëÿ ýòîãî äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 1. Åñëè õîòÿ áû îäèí öèêë äëèíû 3 ïðèíàäëåæèò N , òî N = An.
J Ïóñòü (a, b, c) ∈ N . Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ x, y, z ∈ {1, . . . , n} ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà π ∈ Sn,

òàêàÿ, ÷òî π(a, b, c)π−1 = (x, y, z) (π =

(
. . . a . . . b . . . c . . .
. . . x . . . y . . . z . . .

)
). Åñëè π ∈ An, òî (x, y, z) ∈ N .

Èíà÷å âûáåðåì ÷èñëà u, v ∈ {1, . . . , n}, îòëè÷íûå îò x, y, z (n > 5!), è çàìåíèì π íà π′ = (u, v)π.
Ïîëó÷èì π′(a, b, c)π′−1 = (u, v)π(a, b, c)π−1(u, v) = (u, v)(x, y, z)(u, v) = (x, y, z) ∈ N . Òåïåðü
ïðèìåíÿåì òåîðåìó 2.I
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Ëåììà 2. Åñëè â N ñîäåðæèòñÿ ïîäñòàíîâêà, ðàçëîæåíèå êîòîðîé ñîäåðæèò öèêë äëèíû íå
ìåíåå 4, òî N = An.
J Ïóñòü N 3 σ = (i1, . . . , ik)σ1, ãäå σ1 � ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàëüíûõ íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå σ, è k > 4. Òîãäà N 3 σ(i1, i2, i3)σ

−1(i1, i2, i3)
−1 =

(i1, . . . , ik)σ1(i1, i2, i3)σ
−1
1 (i1, . . . , ik)

−1(i3, i2, i1), è σ1 ñîêðàùàåòñÿ. Çíà÷èò,

N 3 (i1, . . . , ik)(i1, i2, i3)(i1, . . . , ik)
−1︸ ︷︷ ︸(i3, i2, i1) (5)

= (i2, i3, i4)(i3, i2, i1) = (i1, i4, i2). Ïðèìåíÿåì ëåììó

1. I

Ëåììà 3. Åñëè â N ñîäåðæèòñÿ ïîäñòàíîâêà, ðàçëîæåíèå êîòîðîé ñîäåðæèò äâà öèêëà äëèíû
3, òî N = An.
J Ïóñòü N 3 σ = (i1, i2, i3)(i4, i5, i6)σ1, ãäå σ1 � ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàëüíûõ íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå σ. Òîãäà N 3 σ(i1, i2, i4)σ

−1(i1, i2, i4)
−1 =

(i1, i2, i3)(i4, i5, i6)(i1, i2, i4)((i1, i2, i3)(i4, i5, i6))
−1︸ ︷︷ ︸(i4, i2, i1) (5)

= (i2, i3, i5)(i4, i2, i1) (îïÿòü ñîêðàòèëè

σ1). Âû÷èñëÿÿ ïîñëåäíåå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì N 3 (i1, i4, i3, i5, i2). Ïðèìåíÿåì ëåììó 2.I

Ëåììà 4. Åñëè â N ñîäåðæèòñÿ ïîäñòàíîâêà, ðàçëîæåíèå êîòîðîé ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå äâóõ
íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé, òî N = An.
J Ïóñòü N 3 σ = (i1, i2)(i3, i4)σ1, ãäå σ1 � ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàëüíûõ íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå σ. Òîãäà N 3 σ(i1, i2, i4)σ

−1(i1, i2, i4)
−1 =

(i1, i2)(i3, i4)(i1, i2, i4)(i1, i2)(i3, i4)︸ ︷︷ ︸(i4, i2, i1) (5)
= (i2, i1, i3)(i4, i2, i1) (îïÿòü ñîêðàòèëè σ1). Çíà÷èò,

N 3 (i1, i4)(i2, i3). Íî ìîæíî âûáðàòü ïÿòûé ýëåìåíò i5, îòëè÷íûé îò i1, i2, i3, i4, òàê êàê

n > 5. Ïîëó÷àåì: N 3 (i2, i3, i5)(i1, i4)(i2, i3)(i2, i3, i5)
−1︸ ︷︷ ︸(i1, i4)(i2, i3) (5)

= (i1, i4)(i3, i5)(i1, i4)(i2, i3) =

(i3, i5)(i2, i3) = (i5, i3, i2) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2).I
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ ÷åòíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ
ïîäñòàíîâêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé èç ëåìì 1�4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
â åå ðàçëîæåíèè íåò �äëèííûõ� öèêëîâ (ñì. ëåììó 2), è íåò äâóõ öèêëîâ äëèíû 3 (ñì. ëåììó
3), òî îñòàåòñÿ ëèáî îäèí öèêë äëèíû 3 (ñì. ëåììó 1), ëèáî ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñ-
ïîçèöèé, âîçìîæíî óìíîæåííîå íà öèêë äëèíû 3, è òîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 4. I

Îïðåäåëåíèå 4. Ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SOn(R) � ýòî ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ
(AT = A−1) âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Òåîðåìà 4. Ãðóïïà SO3(R) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

J Ïóñòü N C SO3(R) è N 6= {E}. Ïîêàæåì, ÷òî N ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé SO3(R).
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð íà òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïîâîðîò íà

íåêîòîðûé óãîë ϕ îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî îñè (ïåðåõîäÿ îò ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà ê ïðîòèâî-
ïîëîæíîìó, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ëþáîãî ïîâîðîòà ïîëîæèòåëåí) è â íåêîòîðîì îðòîíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

A =

1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîäãðóïïà N ñîäåðæèò ïîâîðîò íà íåêîòîðûé óãîë îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî
îñè, îíà ñîäåðæèò ïîâîðîòû íà òîò æå óãîë îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè. Ïðè ýòîì ìîæíî âûáðàòü
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ìàòðèöó A ∈ N ñ ϕ 6= 0 (ò.å. A 6= E). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó

D = D(ψ) =

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0
0 0 1

 ∈ SO3(R).

Èìååì

DA =

cosψ − cosϕ sinψ sinϕ sinψ
sinψ cosϕ cosψ − sinϕ cosψ
0 sinϕ cosϕ

 (1)

è

D−1A−1 =

 cosψ cosϕ sinψ sinϕ sinψ
− sinψ cosϕ cosψ sinϕ cosψ

0 − sinϕ cosϕ

 . (2)

Íî [D,A] = DAD−1A−1 ∈ N. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(ψ) = tr[D(ψ), A] = (cos2 ψ + cosϕ sin2 ψ)+

(cosϕ sin2 ψ + cos2 ϕ cos2 ψ + sin2 ϕ cosψ) + (sin2 ϕ cosψ + cos2 ϕ) =

cos2 ψ(1− cosϕ)2 + 2 cosψ(1− cos2 ϕ) + cos2 ϕ+ 2 cosϕ. (3)

Âèäíî, ÷òî f(0) = 3 è f(π/2) = cos2 ϕ+2 cosϕ < 3. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(ψ) ïðèíèìàåò âñå çíà÷å-
íèÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå [3−ε, 3], ãäå ε > 0. Ïîñêîëüêó êàæäûé îïåðàòîð [D(ψ), A] òàêæå åñòü
ïîâîðîò íà íåêîòîðûé óãîë ω = ω(ψ), à ñëåä ìàòðèöû îïåðàòîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà,
ïîëó÷àåì, ÷òî f(ψ) = 1 + 2 cosω, è ïðè èçìåíåíèè f(ψ) îò 3 äî 3 − ε óãîë ω = arccos(3 − ψ)/2
ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ îò 0 äî íåêîòîðîãî δ > 0. Çíà÷èò, âñå òàêèå ïîâîðîòû (îòíîñèòåëüíî
ËÞÁÎÉ ÎÑÈ!) ïðèíàäëåæàò N . Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ïîâîðîò g ∈ G íà óãîë α îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè. Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî α/n < δ. Íî òîãäà
ïîâîðîò g1 îòíîñèòåëüíî òîé æå îñè íà óãîë α/n ïðèíàäëåæèò N , à çíà÷èò, è g = gn1 ∈ N .I
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Ëåêöèÿ 9. Àññîöèàòèâíûå êîëüöà, èäåàëû. Ôàêòîð-êîëüöî. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèç-
ìå. Ïîëÿ. Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Òåîðåìà î áàøíå ïîëåé. Ïðèñîåäèíåíèå êîðíÿ ìíî-
ãî÷ëåíà ê ïîëþ. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî (R,+, ·) ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (ñëîæåíèåì è óìíîæå-
íèåì) íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1. (R,+) � àáåëåâà ãðóïïà (àääèòèâíàÿ ãðóïïà) êîëüöà R;
2. ∀a, b, c ∈ R, a · (b+ c) = a · b+ a · c è (b+ c) · a = b · a+ c · a (äèñòðèáóòèâíîñòü ñëåâà è ñïðàâà).
Åñëè ñâåðõ òîãî âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
3. ∀a, b, c ∈ R, a · (b · c) = (a · b) · c (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ),
òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì;
åñëè âûïîëíåíà àêñèîìà
4. ∃1 ∈ R : ∀a ∈ R, 1 · a = a · 1 = a (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî óìíîæåíèþ), �
êîëüöîì ñ åäèíèöåé;
åñëè âûïîëíåíà àêñèîìà
5. ∀a, b ∈ R, a · b = b · a (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ) �
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.
Îòìåòèì, ÷òî àêñèîìû 4 � 5 íåçàâèñèìû. Â äàííîì êóðñå, åñëè ïðÿìî íå óêàçàíî ïðî-
òèâíîå, ñëîâî �êîëüöî� îçíà÷àåò àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé (íå îáÿçàòåëüíî
êîììóòàòèâíîå).
Ïðèìåðû: ïîëÿ Q, R, C, êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z, êîëüöî F [x] ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F , êîëüöî
Mn(F ) êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîëü-
öîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, îïðåäåëåííûõ â R. Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ
òîëüêî êîëüöà ñ åäèíèöåé, íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: 1 ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäãðóïïà I àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà R íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè ∀x ∈
I, r ∈ R : xr ∈ I è rx ∈ I (îáîçíà÷åíèå I �R).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü R � êîëüöî è I � R. Ôàêòîð-ãðóïïà R/I (îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ),
ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ (a + I)(b + I) = ab + I, íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-êîëüöîì
êîëüöà R ïî èäåàëó I.

J Êîððåêòíîñòü! Åñëè a′ + I = a+ I è b′ + I = b + I, òî a′ = a + x è b′ = b+ y äëÿ íåêîòîðûõ
x, y ∈ I. Çíà÷èò, a′b′ = (a+ x)(b+ y) = ab+ xb+ ay + xy︸ ︷︷ ︸

∈I

⇒ a′b′ + I = ab+ I. I

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü R, S � êîëüöà. Îòîáðàæåíèå f : R → S íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì,
åñëè ∀a, b ∈ R : f(a+ b) = f(a) + f(b) è f(ab) = f(a)f(b). Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîëüöà
ñ åäèíèöåé, íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: f(1R) = 1S. Ãîìîìîðôèçì êîëåö, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ áèåêòèâíûì (âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì) îòîáðàæåíèåì, íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì
Ïðèìåð: êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì π : R→ R/I äëÿ I �R (π(r) = r + I).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü f : R → S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. ßäðîì ãîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî ker f = {r ∈ R : f(r) = 0}.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü f : R→ S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà ker f C R. Îáðàòíî, åñëè I C R,
òî kerπ = I. Ãîìîìîðôèçì f : R→ S ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ⇔ kerf = {0} è f(R) = S.
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Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ êîëåö). Ïóñòü f : R → S � ãîìîìîðôèçì
êîëåö, π : R→ R/ ker f � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà:
1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì f : R/ ker f → S, òàêîé, ÷òî fπ = f (ñì. äèàãðàììó)

R
f //

π
��

S

R/ ker f
f

;;

2. R/ ker f ∼= f(R).
3. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè L(f(R)) ïîäêîëåö êîëüöà
f(R) è L(R, ker f) ïîäêîëåö êîëüöà R, ñîäåðæàùèõ ker f , ñîõðàíÿþùåå âêëþ÷åíèå (ðåøåòî÷íûé
èçîìîðôèçì).
4. Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ïîäêîëüöà áûòü èäåàëîì.

J Ñì. òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï.I

Òåîðåìà 2 (Ïåðâàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå äëÿ êîëåö). Ïóñòü R � êîëüöî, S 6 R è
I �R. Òîãäà I ∩ S � S è (S + I)/I ∼= S/(S ∩ I).

Îïðåäåëåíèå 7. Ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ∃a−1 ∈ R : aa−1 = a−1a = 1.
Ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ
(ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà) è îáîçíà÷àåòñÿ R∗.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè èäåàë I êîëüöà R ñîäåðæèò îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî I = R.

J Åñëè a ∈ I è a ∈ R∗, òî ∀r ∈ R : r = ra−1a ∈ I.I

Îïðåäåëåíèå 8. Òåëîì, èëè êîëüöîì ñ äåëåíèåì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0, â
êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì. Êîììóòàòèâíîå òåëî íàçûâàåòñÿ ïîëåì.
Ïðèìåðû ïîëåé: Q, R, C.

Çàìå÷àíèå 3. Â ïîëå íåò èäåàëîâ, êðîìå âñåãî ïîëÿ è {0}.

Îïðåäåëåíèå 9. Åñëè F è E � ïîëÿ, ïðè÷åì F � ïîäêîëüöî â E, òî F íàçûâàåòñÿ ïîäïîëåì
ïîëÿ E, à E � ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .

Îïðåäåëåíèå 10. Åñëè E � ðàñøèðåíèå ïîëÿ F , òî E ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä F (êîíå÷íîìåðíîå èëè áåñêîíå÷íîìåðíîå). Ðàçìåðíîñòü dimF E íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ [E : F ]. Åñëè [E : F ] < ∞, òî E íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .

Îïðåäåëåíèå 11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåíèé F = E0 6 E1 6 . . . 6 En = E íàçûâàåòñÿ
áàøíåé ïîëåé.

Òåîðåìà 3 (î áàøíå ïîëåé). Ïóñòü â áàøíå ïîëåé F = E0 6 E1 6 . . . 6 En = E êàæäîå
ðàñøèðåíèå Ei ïîëÿ Ei−1 � êîíå÷íîå, i = 1, . . . , n. Òîãäà E � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F è

[E : F ] = [E1 : E0][E2 : E1] . . . [En : En−1] (1)
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J ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (1) äëÿ n = 2 è âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî n. Èòàê,
ðàññìîòðèì áàøíþ F 6 E1 6 E. Ïóñòü e1, . . . en � áàçèñ E1 íàä F , f1, . . . , fm � áàçèñ E íàä
E1. Ïîêàæåì, ÷òî B = {fiej : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . n} � áàçèñ E íàä F . Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü a ∈ E. Òîãäà ñóùåñòâóþò λ1, . . . , λm ∈ E1, òàêèå, ÷òî a = λ1f1 + . . . + λmfm. Äàëåå,
çàïèøåì λi = µi,1e1+ . . .+µi,nen, i = 1, . . . , n, µi,j ∈ F . Ïîäñòàâëÿÿ è ðàñêðàâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì
a =

∑
i,j µi,jfiej, ò. å. B � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà E íàä F . Ïðîâåðèì

ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû B. Äîïóñòèì, ÷òî
∑

i,j µi,jfiej = 0, µi,j ∈ F . Ïåðåïèøåì ýòî
ñîîòíîøåíèå â âèäå

∑
i(
∑

j µi,jej)fi = 0. Òîãäà ïðè ëþáîì i = 1, . . . ,m,
∑

j µi,jej ∈ E1, çíà÷èò,
èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè f1, . . . , fm íàä E1, ñëåäóåò, ÷òî

∑
j = µi,jej = 0. À óæå èç ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè e1, . . . , en ñëåäóåò, ÷òî µi,j = 0 ïðè âñåõ j = 1, . . . , n.I

Òåîðåìà 4 (î ïðèñîåäèíåíèè êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà ê ïîëþ). Ïóñòü F � ïîëå, f(x) �
ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F . Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå E
ïîëÿ F , ñîäåðæàùåå íåêîòîðûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x).
Ïðèìåð: C � ðàñøèðåíèå ïîëÿ R, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí x2 + 1 èìååò êîðåíü.
J Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè,
òî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðàñøèðåíèå, â êîòîðîì õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ ìíîæèòåëåé èìåë áû
êîðåíü. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü f(x) íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì. Ðàññìîòðèì èäåàë I = (f) =
f(x)F [x] êîëüöà F [x], ñîñòîÿùèé èç ìíîãî÷ëåíîâ, êðàòíûõ f(x). Ïóñòü π : F [x] → F [x]/I =
E � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Ïîñêîëüêó F 6 F [x] (ýëåìåíòû ïîëÿ � êîíñòàíòû), è íè
îäíà êîíñòàíòà íå ëåæèò â I, îãðàíè÷åíèå π íà F çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó F è π(F ). Ìû
îòîæäåñòâèì ýëåìåíòû a ∈ F è π(a) = a + I ∈ E, òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F 6 E.
Ïóñòü E 3 g(x)+I 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî g(x) íå äåëèòñÿ íà f(x), íî f(x) íåïðèâîäèì, ïîýòîìó
(f(x), g(x)) = 1 è ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x), äëÿ êîòîðûõ u(x)f(x)+ v(x)g(x) = 1. Íî
òîãäà v(x)g(x) = 1− u(x)f(x) ∈ 1 + I, çíà÷èò v(x) + I = (g(x) + I)−1 â E. Ñëåäîâàòåëüíî, E �
ïîëå, è E � ðàñøèðåíèå F . Ïîëîæèì α = π(x) ∈ E. Åñëè f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n, òî
f(α) = a0 + a1π(x) + . . .+ anπ(x)

n = π(a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = π(f(x)) = 0, òàê êàê f(x) ∈ I. I

Îïðåäåëåíèå 12. Ðàñøèðåíèå E = F [x]/(f), ãäå f(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, íàçûâàåòñÿ
ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F . Îáîçíà÷åíèå E = F (α), ãäå α = x+(f) � êîðåíü
f(x) â E.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè E = F (α), òî [E : F ] = deg f(x).

J Åñëè deg f(x) = n, òî 1, α, . . . , αn−1 îáðàçóþò áàçèñ E íàä F . Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ëþáîé
ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ F [x] ìîæíî çàïèñàòü â âèäå g(x) = f(x)q(x)+r(x), ãäå deg r(x) < n, è íè îäèí
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå n íå äåëèòñÿ íà f(x). I

Îïðåäåëåíèå 13. Ðàñøèðåíèå E ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ïîëîæè-
òåëüíîé ñòåïåíè f(x) ∈ F [x], åñëè f(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä E, ïðè÷åì E
� íàèìåíüøåå ïîäïîëå â E, ñîäåðæàùåå F è âñå êîðíè f(x).
Ïîñòðîåíèå ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ: ðàçëàãàåì f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Åñëè âñå íåïðèâî-
äèìûå ìíîæèòåëè ëèíåéíûå, òî F � ïîëå ðàçëîæåíèÿ f(x). Åñëè èìåþòñÿ ìíîæèòåëè ñòåïåíè
áîëüøå 1, ïðèñîåäèíÿåì êîðåíü îäíîãî èç íèõ è ïîâòîðÿåì ïðîöåññ, ïîêà íå äîéäåì äî ïîëÿ
ðàçëîæåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 10. Ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè ïðîñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ. Ñâîé-
ñòâî ìèíèìàëüíîñòè ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ. Åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ. Ïîðÿäîê êîíå÷íîãî ïîëÿ.
Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ çàäàííîãî ïðèìàðíîãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà î
ñòðîåíèè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ïîëÿ. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êî-
íå÷íîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 1 (î ìèíèìàëüíîñòè ïðîñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ). Ïóñòü ϕ :
F → L � ãîìîìîðôèçì ïîëÿ F â ïîëå L, f(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä F è
E = F [x]/(f) � ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà
g(x) = b0+b1x+. . .+bmx

m ïîëîæèì gϕ(x) = ϕ(b0)+ϕ(b1)x+. . .+ϕ(bm)x
m ∈ L[x]. Åñëè ìíîãî÷ëåí

fϕ(x) èìååò êîðåíü â L, òî ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ϕ̃ : E → L ãîìîìîðôèçìà ϕ íà ïîëå E.

J Ïóñòü α � êîðåíü f(x) â E, à β � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà fϕ(x) â L, ïðè÷åì deg f(x) = n.
Èñïîëüçóåì ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå è ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ̃(a0 + a1α . . . + an−1α

n−1) =
ϕ(a0)+ϕ(a1)β+. . .+ϕ(an−1)β

n−1 (ãäå a0, . . . , an−1 � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ïîëÿ F ) � ãîìîìîð-
ôèçì. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ϕ̃(αk) = βk ïðè âñåõ k > 0. Åñëè i+j < n, ýòî âèäíî èç îïðåäå-
ëåíèÿ ϕ̃, èíà÷å çàïèøåì xk = f(x)q(x)+r(x), ãäå deg r(x) < n. Òîãäà (xk)ϕ = fϕ(x)aϕ(x)+rϕ(x).
Èìååì αk = r(α) è βk = rϕ(β) = ϕ̃(αk).I

Òåîðåìà 2 (î ìèíèìàëüíîñòè ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ). Ïóñòü ϕ : F → L � ãîìîìîðôèçì ïîëÿ
F â ïîëå L, f(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä F è E � ïîëå ðàçëî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè ìíîãî÷ëåí fϕ(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä L, òî
ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ϕ̃ : E → L ãîìîìîðôèçìà ϕ íà ïîëå E.

J Ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå ϕ̃, ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1. Åñëè âñå íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè f(x) ëèíåéíû, òî E = F è ϕ̃ = ϕ. Âûáåðåì íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü ïîëîæèòåëü-
íîé ñòåïåíè p(x) ìíîãî÷ëåíà f(x). ßñíî, ÷òî p(x) èìååò êîðåíü, ñêàæåì, α1, â E, çíà÷èò, ïî
òåîðåìå 1, èìååòñÿ ïîäïîëå E1 6 E, èçîìîðôíîå F [x]/(p). Íî f(x) = p(x)g(x), fϕ = pϕ(x)gϕ(x)
è ìíîãî÷ëåí pϕ(x) èìååò êîðåíü â L. Ïî òåîðåìå 1, ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ϕ1 ãîìîìîðôèçìà
ϕ íà E1. Äàëåå ðàçëîæèì f(x) íàä E1: f(x) = (x−α1)f1(x), ãäå deg f1(x) < deg f(x). Ïðèìåíèì
òå æå ïîñòðîåíèÿ ê f1(x) ∈ E1[x] è ò.ä. I

Òåîðåìà 3 (î åäèíñòâåííîñòè ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ). Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈
F [x] åäèíñòâåííî â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè E1, E2 � äâà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò èçî-
ìîðôèçì ψ : E1 → E2, òîæäåñòâåííûé íà F .

J Ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó ê òîæäåñòâåííîìó âëîæåíèþ F â E1. Ïîëó÷èì ãîìîìîð-
ôèçì ψ : E1 → E2, òîæäåñòâåííûé íà F . Ïîñêîëüêó f(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè
íàä E1, îí ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä ψ(E1), ïîýòîìó ψ(E1) ñîäåðæèò âñå êîðíè
ìíîãî÷ëåíà f(x) â E2 è ïî îïðåäåëåíèþ ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ E2.I

Îïðåäåëåíèå 1. Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê ýëåìåíòà 1 â àääèòèâíîé ãðóï-
ïå (F,+), åñëè ýòîò ïîðÿäîê êîíå÷åí, è ÷èñëî 0, åñëè 1 � ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Îáî-
çíà÷åíèå: charF .
Ïðèìåð: charQ = charR = charC = 0.

Òåîðåìà 4. Åñëè F � ïîëå è p = charF > 0, òî p � ïðîñòîå ÷èñëî.
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J Ïî îïðåäåëåíèþ, p · 1 = 0. Åñëè p = ab, ãäå a < p è b < p, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà
ýëåìåíòà ãðóïïû, a · 1 6= 0. Íî òîãäà b · 1 = (a · 1)−1(a · 1)(b · 1) = (a · 1)−1(p · 1) = 0, è p|b,
ïðîòèâîðå÷èå. I

Çàìå÷àíèå 1. Çäåñü ìû âïåðâûå èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî â òåëå (â ÷àñòíîñòè, â ïîëå)
íåò äåëèòåëåé íóëÿ: åñëè ab = 0, òî a = 0 èëè b = 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî (äî êîíöà ëåêöèè). Òîãäà êîëüöî âû÷åòîâ Zp = Z/pZ �
ïîëå.

J Åñëè p - n, òî (p, n) = 1⇒ ∃u, v ∈ Z : up+ vn = 1⇒ [v][n] = [1] â Zp.I

Òåîðåìà 6. Ïîëå F õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ñîäåðæèò ïîäïîëå F0, èçîìîðôíîå Zp (åãî íàçûâàþò
ïðîñòûì ïîäïîëåì â F ).

J F0 =< 1 > â ãðóïïå (F,+).I

Òåîðåìà 7 (î ÷èñëå ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ). Ïóñòü F � ïîëå èç q < ∞ ýëåìåíòîâ.
Òîãäà q = pn, ãäå p = charF � ïðîñòîå ÷èñëî, è n > 1.

J Ïîëå F � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïðîñòûì ïîäïîëåì F0. Ïóñòü [F : F0] =
n. Òîãäà |F | = |F n

0 | = pn.I

Òåîðåìà 8 (î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïîëÿ çàäàííîãî ïðèìàðíîãî ïîðÿä-
êà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, n > 1 è q = pn. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà ïîëå F òàêîå, ÷òî |F | = q. Òî÷íåå, ïîëå F èçîìîðôíî ïîëþ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà xq − x íàä Zp.

J

Ëåììà. Åñëè F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, òî îòîáðàæåíèå σ : F → F , îïðåäåëåííîå ïî
ïðàâèëó σ(a) = ap ∀a ∈ F . ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîëÿ F ãîìîìðôèçì
σ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà.

J Î÷åâèäíî, ÷òî σ(1) = 1p = 1 è σ(ab) = (ab)p = apbp = σ(a)σ(b) ∀a, b ∈ F . Çàïèøåì (a +

b)p = ap +

p−1∑
i=1

(
p

i

)
ap−ibi + bp. Ïðîñòîé ìíîæèòåëü p íå âõîäèò â ðàçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ äðîáè(

p

i

)
=

p

i!(p− i)!
. Çíà÷èò, p

(
p

i

)
, è

(
p

i

)
ap−ibi = 0 ïðè i = 1, . . . , p−1. Èòàê, σ(a+b) = σ(a)+σ(b),

çíà÷èò, σ � ãîìîìîðôèçì. Åñëè |F | < ∞, òî èç |σ(F )| = |F | ñëåäóåò, ÷òî σ(F ) = F , ò.å. σ �
àâòîìîðôèçì.I
Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå èç q = pn ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè a = 0, òî aq − a =
0 − 0 = 0. Åñëè æå a ∈ F ∗, òî aq−1 = 1 ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, òàê êàê |F ∗| = q − 1. Ïóñòü
òåïåðü E � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = xq−x. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
f ′(x) = (pn)xq−1 − 1 = −1 íå èìååò êîðíåé â E, ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí f(x) íå èìååò â E êðàòíûõ
êîðíåé. Çíà÷èò, ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) â E ðàâíî q. Ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîé âûøå ëåììû
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé f(x) � ïîäïîëå â E. Ýòî ïîäïîëå ñîäåðæèò Zp, òàê êàê
ap = a äëÿ ëþáîãî a ∈ Zp, ïî äîêàçàííîìó âûøå. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ,
E ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîðíåé f(x), ò.å. |E| = q. Èçîìîðôèçì ïîëåé F è E ñëåäóåò èç
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òåîðåìû 3.I
Ïîëå èç q ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ Fq èëè GF(q).

Òåîðåìà 9 (î ñòðîåíèè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ïîëÿ). Åñëè F � êî-
íå÷íîå ïîëå, òî F ∗ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

J F ∗ � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîýòîìó F ∗ ∼= Z
p
k1
1
⊕ . . .⊕Zpkss , ãäå p1, . . . , ps � ïðîñòûå ÷èñëà.

ßñíî, ÷òî |F ∗| = pk11 p
k2
2 . . . pkss . Åñëè, ñêàæåì, p1 = p2, è k1 6 k2, òî am = 1 äëÿ ëþáîãî a ∈ F ∗ è

m = pk22 . . . pkss < q−1. Èíûìè ñëîâàìè, ìíîãî÷ëåí xm−1 èìååò áîëååm êîðíåé, ÷òî íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, âñå ïðîñòûå ÷èñëà p1, . . . , ps ðàçëè÷íû, è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç êèòàéñêîé òåîðåìû
îá îñòàòêàõ (òåîðåìà 4.2).I
Ïîõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò:

Òåîðåìà 10. Åñëè F = GF(q), è q = pn, p � ïðîñòîå, òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ F �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, ïîðîæä¼ííàÿ àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà σ.

J (Ôàêóëüòàòèâíî)I
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî àâòîìîðôèçìû σ0, sig, . . . , sign−1 ðàçëè÷íû (åñëè σk = σl, ãäå 0 ≤ k <
l < n, òî âñå ýëåìåíòû ïîëÿ F � êîðíè ìíîãî÷ëåíà xp

l − xpk , ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå q). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, aq = a äëÿ ëþáîãî a ∈ F , ò.å. σn � òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî F = GF(p)(α), ãäå α� êîðåíü íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè
n íàä GF(p), è ëþáîé àâòîìîðôèçì ïîëÿ F îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçîì α, êîòîðûé òàêæå
äîëæåí áûòü êîðíåì f(x). Çíà÷èò, ÷èñëî àâòîìîðôèçìîâ íå áîëüøå n.
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Ëåêöèÿ 11. Àëãåáðû íàä ïîëåì. Àëãåáðàè÷åñêèå ýëåìåíòû. Êîíå÷íîìåðíûå àëãåá-
ðû ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì C. Êîììóòàòèâíûå êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû ñ äåëåíèåì
íàä ïîëåì R. Òåëî êâàòåðíèîíîâ, åãî áàçèñ, ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû. Òåîðåìà Ôðî-
áåíèóñà.

Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðîé íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ êîëüöî A, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä F , ïðè÷åì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ êîëüöà è ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò,
à îïåðàöèè óìíîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

∀a, b ∈ A, λ ∈ F : (λa)b = a(λb) = λ(ab). (1)

Àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ òåëîì, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì.
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå â ýòîé ëåêöèè àëãåáðû � àññîöèàòèâíûå àëãåáðû ñ
åäèíèöåé. Îòîæäåñòâèì êàæäûé ýëåìåíò λ ∈ F ñ ýëåìåíòîì λ · 1 ∈ A, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
F 6 A.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì F . Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì,
åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x], òàêîé, ÷òî f(a) = 0. Ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé
ñòåïåíè ñ òàêèì ñâîéñòâîì (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
ðàâåí 1) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà a è îáîçíà÷àåòñÿ µa(x). (âñïîìíèì
êóðñ ëèíåéíîé àëãåáðû)

Òåîðåìà 1. Åñëè A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì, è a � àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò àëãåáðû A, òî µa(x)
� íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.

J Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü µa(x) = f(x)g(x) è deg f(x) < deg µa(x), deg g(x) < deg µa(x).
Òîãäà u = f(a) 6= 0, íî ug(a) = 0⇒ g(a) = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.I

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä C èçîìîðôíà C.

J Ïóñòü A � óêàçàííàÿ àëãåáðà. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä C èìåþò ñòåïåíü 1, ïîýòîìó
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A ìîæíî çàïèñàòü µa(x) = x−λ, ãäå λ ∈ C. Èìååì 0 = µa(a)⇒ a = λ.
Òàêèì îáðàçîì, A = C.I

Òåîðåìà 3. Ëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R èçîìîðôíà ëèáî
R, ëèáî C.

J Ïóñòü A � óêàçàííàÿ àëãåáðà, a ∈ A. Åñëè deg µa(x) = 1, òî, êàê ïîêàçàíî âûøå, a ∈ R.
Äîïóñòèì, ÷òî a ∈ A \ R. Òîãäà µa(x) = x2 + αx + β, ïðè÷åì α2 − 4β < 0. Âûäåëÿåì ïîëíûé
êâàäðàò: x2 + αx + β = (x + α/2)2 + β − α2/4. Ïîëîæèì γ =

√
β − α2/4 ∈ R, i = (a + α/2)/γ.

Òîãäà C = R+Ri � ïîäàëãåáðà â A. Ïîñêîëüêó àëãåáðà A êîììóòàòèâíà, âûïîëíÿåòñÿ (1) äëÿ
ëþáîãî λ ∈ C. Èòàê, A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä C, çíà÷èò, A = C. I

Îïðåäåëåíèå 3. Àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ íàçûâàåòñÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ àëãåáðàH íàä R ñ áàçèñîì
1, i, j, k, ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

ij = k, jk = i, ki = j
ji = −k, kj = −i, ik = −j

i2 = j2 = k2 = −1
(2)
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Àññîöèàòèâíîñòü àëãåáðû H è òî, ÷òî H åñòü àëãåáðà ñ äåëåíèåì, ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåä-
ñòâåííî, à ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû H. Ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî H ìàòðèö âèäà

(
z w
−w z

)
, ãäå z, w � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî H � àëãåáðà íàä R (íî íå íàä C!), è åñëè A =

(
z w
−w z

)
6= 0, òî detA = |z|2 + |w|2 > 0

è A−1 =
1

|z|2 + |w|2

(
z −w
w z

)
∈ H. Â H èìååòñÿ áàçèc E, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =(

0 i
i 0

)
. Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó I, J,K, àíàëîãè÷íûå (2). Çíà÷èò, H ∼= H, è H

� àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R.

Òåîðåìà 4 (òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äå-
ëåíèåì íàä R èçîìîðôíà H.

J Ïóñòü A � àëãåáðà ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Êàê äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, íàéäåì ýëå-
ìåíò i ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ i2 = −1. Òîãäà C = R + Ri � ïîäàëãåáðà â A, è A
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C. Ðàññìîòðèì C-ëèíåéíûé îïåðàòîð
íà A: A(a) = ai ∀a ∈ A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A(1) = 1i = i1, çíà÷èò, 1 � ñîáñòâåííûé âåê-
òîð îïåðàòîðà A c ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì i. Äàëåå, A2(a) = ai2 = −a, çíà÷èò, ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A äåëèò ìíîãî÷ëåí x2 + 1. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà
A íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, åãî ìàòðèöà â íåêîòîðîì áàçèñå äèàãîíàëüíà, è ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû A = A+ ⊕ A−, ãäå A+ = {a : A(a) = ia},
A− = {a : A(a) = −ia}. Çàìåòèì, ÷òî a ∈ A+ ⇔ ai = ia, ai = ia ⇒ a−1i = ia−1 ⇒ a−1 ∈ A+,
a, b ∈ A+ ⇒ abi = aib = iab⇒ ab ∈ A+. Ïîëó÷àåì, ÷òî A+ � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì
íàä C, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2, A+ = C. Åñëè A− = 0, òî A = A+ = C � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ A−. Çàìåòèì, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå B : A− → A, çàäàííîå óìíîæåíèåì ñïðàâà íà b (ò.å. B(a) = ab) ïåðåâîäèò A− â A+ è
èìååò íóëåâîå ÿäðî: abi = −aib = −(−iab) = iab ïðè a ∈ A−. Ïîýòîìó dimCA− = 1. Â ÷àñòíîñòè,
b2 ∈ A+ = C, ò.å. b2 = α + βi, α, β ∈ R. Íî òîãäà b2b = αb + βib, bb2 = b(α + βi) = αb − βib.
Ïîñêîëüêó b2b = bb2, ïîëó÷àåì β = 0. Ïðè ýòîì α < 0, èíà÷å ïîëó÷èëè áû íåâîçìîæíîå ðàâåí-
ñòâî (b−

√
α)(b+

√
α) = 0. Çíà÷èò, ïîëàãàÿ j = b/

√
−α, ïîëó÷àåì ýëåìåíò j, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì j2 = −1 è ij = −ji. Ïîëîæèì k = ij. Îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (2) ïðîâåðÿþòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì óæå ïîëó÷åííûõ, íàïðèìåð: k2 = ijij = i(−ij)j = −i2j2 = −1 (íå çàáûâàåì î
íåêîììóòàòèâíîñòè!). Ïîñêîëüêó 1, j � áàçèñ A íàä C, 1, i, j, k � áàçèñ A íàä R.I
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Ëåêöèÿ 12. Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï. Ïðèìåðû. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé, óñëî-
âèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèé â ìàòðè÷íîé çàïèñè. Ïîäïðåäñòàâëåíèÿ è èí-
âàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïðÿìûå ñóììû ïðåäñòàâëåíèé. Íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ. Âïîëíå ïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Òåîðåìà Ìàøêå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � ãðóïïà, F � ïîëå, V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F . Ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì ρ : G → GL(V )
ãðóïïû G â ãðóïïó îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå V . Ðàçìåðíîñòüþ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà V . Îáîçíà÷åíèå: dim ρ.
Ïðèìåðû: òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå GL(V ) èëè ëþáîé åå ïîäãðóïïû â GL(V ), ìîíîìèàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå Sn (îïåðàòîð ρ(σ) çàäàåòñÿ íà áàçèñå e1, . . . , en òàê: ρ(σ)(ei) = eσ(i)).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîìîìîðôèçìîì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 : G → GL(V1) â ïðåäñòàâëåíèå ρ2 : G →
GL(V2) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V1 → V2, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

∀g ∈ G : fρ1(g) = ρ2(g)f. (1)

Îáîçíà÷åíèå f : ρ1 → ρ2.

Îïðåäåëåíèå 3. Èçîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé � ãîìîìîðôèçì, çàäàííûé èçîìîðôèçìîì ñîîò-
âåñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Èçîìîðôíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàþò òàêæå ýêâèâàëåíò-
íûìè.
Â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè n < ∞ èìååòñÿ èçîìîðôèçì GL(V ) ∼= GL(n, F ), ïîýòîìó
ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G â ãðóïïó îáðàòèìûõ ìàòðèö
GL(n, F ) ïîðÿäêà n (ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ).

Òåîðåìà 1 (óñëîâèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèé â ìàòðè÷íîé ôîðìå). Ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ρ1 : G→ GL(n, F ) è ρ2 : G→ GL(n, F ) ýêâèâàëåíòíû ⇔ ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ìàòðèöà
C, òàêàÿ, ÷òî

∀g ∈ G : ρ2(g) = Cρ1(g)C
−1. (2)

J Ëþáîé èçîìîðôèçì n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ çàäàåòñÿ óìíîæåíèåì íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó, è
îáðàòíî. Ïîäñòàâëÿÿ â (1) óìíîæåíèå íà C âìåñòî ïðèìåíåíèÿ f , ïîëó÷àåì Cρ1(g) = ρ2(g)C,
îòêóäà è ñëåäóåò (2).I

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊆ V
íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ρ, åñëè

∀g ∈ G : ρ(g)(U) ⊆ U. (3)

Çàìå÷àíèå 1. Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ρ(g−1)(U) ⊆ U , ïîýòîìó ρ(g)(U) = U äëÿ ëþáîãî g ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, è U � èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Ïðåäñòàâëåíèå ρU : g 7→ ρ(G)|U íàçûâàåòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ρ.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè f : ρ1 → ρ2 � ãîìîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé, ò.å. ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
f : V1 → V2 ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, òî f(V1) � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V2, à
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ker f � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V1.

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü U � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : G→
GL(V ). Ïóñòü e1, . . . , ek � áàçèñ U , ek+1, . . . , en � åãî äîïîëíåíèå äî áàçèñà V . Òîãäà ìàòðèöà

ëþáîãî îïåðàòîðà ρ(g) â ýòîì áàçèñå èìååò áëî÷íî-òðåóãîëüíûé âèä

(
ρU(g) ∗
0 ∗

)
.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü ρ : G→ GL(V ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, U1, . . . , Us � èíâàðèàíòíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà â V , ρi = ρUi

ïðè i = 1, . . . , s ïðè÷åì V = U1⊕ . . .⊕Us. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå ρ
íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðåäñòàâëåíèé ρ1, . . . , ρs. Îáîçíà÷åíèå: ρ = ρ1 ⊕ . . .⊕ ρs.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè ρ = ρ1⊕ . . .⊕ ρs, òî â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ìàòðèöà êàæäîãî îïåðàòîðà ρ(g)

èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä


ρ1(g) 0 · · · 0
0 ρ2(g) · · · 0

0 0
. . . 0

0 0 · · · ρs(g)

.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïðåäñòàâëåíèå ρ : G → GL(V ) íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè V ñîäåðæèò
ðîâíî 2 èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà: {0} è V .
Ïðèìåð: îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå âñåãäà íåïðèâîäèìî.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïðåäñòàâëåíèå ρ : G → GL(V ) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, åñëè îíî
ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Ìàøêå). Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, F � ïîëå, ïðè÷åì charF = 0 èëè
charF - |G|, òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íàä ïîëåì F âïîëíå ïðèâîäèìî.

J Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè. Êàê îò-
ìå÷åíî âûøå, äëÿ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé òåîðåìà âåðíà. Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � ïðåä-
ñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè m > 1. Åñëè ρ íåïðèâîäèìî, òî óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Èíà÷å èìååòñÿ
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 0 6= U 6= V . Ïóñòü U ′ � êàêîå-òî (ìîæåò áûòü, íå èíâàðèàíòíîå)
äîïîëíåíèå U äî V , ò.å. V = U ⊕U ′, è π : V → U � ïðîåêöèÿ V íà U . Çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ
n = |G| 6= 0 êàê ýëåìåíò n · 1 ïîëÿ F . �Ïîäïðàâèì� π äî ãîìîìîðôèçìà ρ → ρU : ðàññìîòðèì
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå π̃ : V → U , çàäàííîå ôîðìóëîé

π̃(v) =
1

n

∑
h∈G

ρ(h)πρ(h−1)(v). (4)

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äåéñòâèòåëüíî π̃(v) ∈ U : πρ(h−1)(v) ∈ U ⇒ ρ(h)πρ(h−1)(v) ∈ U äëÿ
ëþáîãî h ∈ G â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè U . Çàòåì ïðîâåðèì, ÷òî π̃ � ïðîåêòèðîâàíèå: ïðè u ∈ U ,

π̃(u) =
1

n

∑
h∈G

ρ(h)π ρ(h−1)(u)︸ ︷︷ ︸
∈U

=
1

n

∑
h∈G

ρ(h)ρ(h−1)(u) =
1

n

∑
h∈G

u =
1

n
nu = u.

Òåïåðü ïðîâåðèì óñëîâèå (1): åñëè g ∈ G è v ∈ V , òî

π̃ρ(g)(v) =
1

n

∑
h∈G

ρ(h)πρ(h−1)ρ(g)(v)

=
1

n

∑
h∈G

ρ(g)ρ(g−1h)πρ(h−1g)(v)
h=gt
=

1

n
ρ(g)

∑
t∈G

ρ(t)πρ(t−1)(v)

= ρ(g) π̃(v)︸︷︷︸
∈U

= ρU(g)π̃(v).
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Òåïåðü ÿñíî, ÷òî π̃(V ) = U è ker π̃ = W � èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ρ ïîäïðîñòðàíñòâà â
V , ïðè÷åì V = W ⊕ U : ∀v ∈ V : v = (v − π̃(v))︸ ︷︷ ︸

∈W

+ π̃(v)︸︷︷︸
∈U

⇒ V = W + U , è åñëè v ∈ W ∩ U , òî

v = π̃(v) = 0. Ïîñêîëüêó dimU < dimV è dimW < dimV , ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè êàæäîå
èç ïðåäñòàâëåíèé ρU è ρW âïîëíå ïðèâîäèìî. çíà÷èò è ρ � âïîëíå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå.I
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Ëåêöèÿ 13. Ëåììà Øóðà. Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïîäïðåäñòàâëåíèÿ, å¼ èíâàðè-
àíòíîñòü.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü ρ1 : G→ GL(V1) è ρ2 : G→ GL(V2) � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G. Òîãäà ëþáîé ãîìîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé f : V1 → V2 ëþáî íóëåâîé, ëèáî èçîìîðôèçì.

J ker f � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V1. Çíà÷èò, ëèáî kerV1 = V1, è òîãäà f = 0, ëèáî
ker f = 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå f(V1) ∼= V1 6= 0, ïîýòîìó f(V1) = V2. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f
ñþðúåêòèâíî è èíúåêòèâíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.I

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðåäñòàâëåíèé ρ1 : G→ GL(V1) è ρ2 : G→ GL(V2) ãðóïïû
G íàä ïîëåì F ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ ρ1 â ρ2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä
F îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ îòîáðàæåíèé è óìíîæåíèÿ îòîáðà-
æåíèÿ íà ñêàëÿð. Îáîçíà÷èì ýòî ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç Hom(ρ1, ρ2). Åñëè ρ : G → GL(V ), òî â
Hom(ρ, ρ) åñòü îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé, è Hom(ρ, ρ) � àëãåáðà íàä F . Ýòà àëãåáðà
íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ýíäîìîðôèçìîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è îáîçíà÷àåòñÿ End(ρ).

Òåîðåìà 1 (Ëåììà Øóðà). Åñëè ρ � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, òî End(ρ) � òåëî.

J Èç çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì f : ρ→ ρ � èçîìîðôèçì. Îòîáðàæåíèå
f−1 ∈ End(ρ) � îáðàòíûé ýëåìåíò ê f . I
Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé (ò.å. ïðè F = C) ëåììó Øóðà ìîæíî
óòî÷íèòü è óñèëèòü.

Òåîðåìà 2. Åñëè ρ� íåïðèâîäèìîå êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå, òî End(ρ) = C.

J Âûòåêàåò èç ëåììû Øóðà è òåîðåìû 11.2.I

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ρ1 : G → GL(V1) è ρ2 : G → GL(V2) � íåïðèâîäèìûå êîíå÷íîìåðíûå
êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, òîãäà

dimHom(ρ1, ρ2) =

{
0, åñëè ρ1 6∼= ρ2,
1, åñëè ρ1 ∼= ρ2.

(1)

J Ïåðâûé âàðèàíò ñðàçó ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå Hom(ρ1, ρ2) � ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíîå Hom(ρ1, ρ2) ∼= Hom(ρ1, ρ1) = C, ïî òåîðåìå 2.I

Òåîðåìà 4 (Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé).
Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � ïðåäñòàâëåíèå, è ρ = ρ1 ⊕ . . . ⊕ ρs = ρ′1 ⊕ . . . ⊕ ρ′t � äâà ðàçëîæåíèÿ
â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Òîãäà s = t è ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè
ñëàãàåìûõ ρi ∼= ρ′i, i = 1, . . . , s.

J Ïóñòü V1, . . . , Vs è V ′1 , . . . , V
′
t � ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäàííûì íåïðèâîäèìûì

ïðåäñòàâëåíèÿì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî s 6 t, è ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî s.
Åñëè s = 1, òî V � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, çíà÷èò V = V ′1 è t = 1. Âûáåðåì íàèáîëü-

øåå ïîäìíîæåñòâî J ⊆ {1, . . . , t}, òàêîå, ÷òî V1 ∩

(⊕
j∈J

V ′j

)
= 0. Åñëè V1 ⊕

(⊕
j∈J

V ′j

)
6= V , òî

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ïîäïðîñòðàíñòâî V ′k , êîòîðîå íå ñîäåðæèòñÿ â V1 ⊕
(⊕

j∈J V
′
j

)
. Íî â

33



ñèëó íåïðèâîäèìîñòè ρ′k, òîãäà V1 ⊕

(⊕
j∈J

V ′j

)
∩ V ′k = 0, çíà÷èò, V1 ∩

 ⊕
j∈J∪{k}

V ′j

 = 0. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà J . Ñëåäîâàòåëüíî, V1 ⊕

(⊕
j∈J

V ′j

)
= V . Ðàññìîòðèì

ïðîåêöèþ V íà V2 ⊕ . . . ⊕ Vs. Ïî äîêàçàííîìó V2 ⊕ . . . ⊕ Vs ∼=

(⊕
j∈J

V ′j

)
. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè s − 1 = |J | è ñëàãàåìûå ρ2, . . . , ρs èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì èç ìíî-

æåñòâà ρ′j, j ∈ J . Àíàëîãè÷íî, ρ1 ∼=

(⊕
k 6∈J

ρ′k

)
, çíà÷èò, èìååòñÿ åäèíñòâåííûé èíäåêñ k 6∈ J è

ρ′k
∼= ρ1.I

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò êîððåêòíîñòü ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ρ � âïîëíå ïðèâîäèìîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, à ρ0 � íåêîòî-
ðîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Êðàòíîñòüþ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ0 â
ïðåäñòàâëåíèè ρ íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, èçîìîðôíûõ ρ0, â (ïðîèçâîëüíîì) ðàçëî-
æåíèè ρ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.
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Ëåêöèÿ 14. Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ðåãóëÿðíîì êîìïëåêñíîì
ïðåäñòàâëåíèè. Êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîììóòàòèâíûõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Îä-
íîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ãðóïï.
Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî óêàçàòü ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êðàòíî-
ñòè, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ρ � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå, à ρ0 � íåêîòîðîå íåïðè-
âîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Òîãäà êðàòíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ρ0 â ρ ðàâíà
dimHom(ρ, ρ0).

J Ïóñòü ρ = ρ1 ⊕ . . . ⊕ ρs, ïðè÷åì ρ1 ∼= . . . ∼= ρk ∼= ρ0 è ρi 6∼= ρ0 ïðè i > k, ò.å. k � êðàòíîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ0 â ρ. Òîãäà â ñèëó (13.1) dimHom(ρ, ρ0) = 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

k ðàç

+0 + . . .+ 0︸ ︷︷ ︸
s−k ðàç

= k.I

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, F � ïîëå. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî FG, ñî-
ñòîÿùåå èç ôîðìàëüíûõ ñóìì âèäà

∑
h∈G

αhh, αh ∈ F . Áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà � ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ âèäà 1h +
∑
t6=h

0t, êîòîðûå åñòåñòâåííî êîðîòêî çàïèñûâàòü ïðîñòî h. Íà ïðîñòðàí-

ñòâå FG åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèå, ïðåâðàùàþùåå FG â àëãåáðó (îíà íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîâîé àëãåáðîé ãðóïïû G íàä F ). Ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G íàä F íàçûâà-
åòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ρreg : G → GL(FG), îïðåäåëåííîå íà óêàçàííîì âûøå áàçèñå ôîðìóëîé
ρreg(g)(h) = gh.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ρ : G→ GL(V ) � ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G. Òîãäà
Hom(ρreg, ρ) ∼= V .

J Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : Hom(ρreg, ρ) → V , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì ϕ(f) = f(e). ßñíî,
÷òî ϕ � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî f(e) = 0⇒ ∀g ∈ G : f(g) = f(ge) = fρreg(g)(e) =
ρ(g)f(e) = 0, çíà÷èò f = 0, ò.å. kerϕ = 0. Äëÿ ëþáîãî v ∈ V çàäàäèì ãîìîìîðôèçì fv : FG→ V
íà áàçèñå FG: fv(h) = ρ(h)v. Óñëîâèå (12.1) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïðè ýòîì v = ϕ(fv).
Çíà÷èò, ϕ � èíúåêòèâíîå è ñþðúåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ò. å. èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâ. I

Òåîðåìà 3. Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ðåãóëÿðíîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëå-
íèè êîíå÷íîé ãðóïïû ðàâíà åãî ðàçìåðíîñòè.

J Åñëè k � êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ0 â ρreg,

òî k
ò.1
= dimHom(ρreg, ρ0)

ò.2
= dimV .I

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà).

J Âñå òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ èçîìîðôíû ïðÿìûì ñëàãàåìûì ðàçëîæåíèÿ ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ. I

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ρ1, . . . , ρs � ïîëíûé íàáîð íåïðèâîäèìûõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîìïëåêñ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G, ki = dim ρi, i = 1, . . . , s. Òîãäà

k21 + . . .+ k2s = |G|. (1)
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J Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû èìååì |G| = dim(FG) = k1 dim ρ1 + . . .+ ks dim ρs = k21 + . . .+ k2s .I

Òåîðåìà 5. Âñå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîììóòàòèâíîé êîíå÷íîé ãðóïïû
îäíîìåðíû, è èõ ÷èñëî ðàâíî ïîðÿäêó ãðóïïû.

J Îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå � ýòî ãîìîìîðôèçì G â C∗. Èç òåîðåìû 12.1 ñëåäóåò, ÷òî îä-
íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
ñîâïàäàþò. Ïîñòðîèì n = |G| îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïû G.
Ãðóïïà G èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï (òåîðåìà 4.3). Äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî
Zd, âõîäÿùåãî â ýòó ñóììó, ìîæíî îòîáðàçèòü [1] â ëþáîé êîðåíü ñòåïåíè d èç 1 â C, à òàêèõ
êîðíåé d. Êîìáèíèðóÿ âñåâîçìîæíûå ãîìîìîðôèçìû íà ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì âñåãî n ïðåäñòàâ-
ëåíèé. Íî òîãäà èç (1) ñëåäóåò, ÷òî k1 = . . . , kn = 1, à áîëüøå â ñóììå êâàäðàòîâ (1) ñëàãàåìûõ
áûòü íå ìîæåò.I

Òåîðåìà 6. ×èñëî îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G ðàâíî |G/G′|.

J Ïóñòü ρ : G/G′ → C∗ � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G/G′, π : G→ G/G′ � êàíîíè÷å-
ñêèé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà ρπ : G → C∗ � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Îáðàòíî, åñëè
ρ : G→ C∗ � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, òî ker ρ ⊇ G′ (òåîðåìà 7.1, ñâîéñòâî 4). Ñëåäîâàòåëüíî,
ãîìîìîðôèçì ρ : G/G′ → C∗, òàêîé, ÷òî ∀g ∈ G, ρ(gG′) = ρ(g), îïðåäåëåí êîððåêòíî, è ρπ = ρ.
Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îäíîìåðíûìè ïðåäñòàâëåíè-
ìè ãðóïï G è G′, è ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 5.I

Òåîðåìà 7. ×èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G ðàâíî ÷èñëó
êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G.

J Âû÷èñëåíèå äâóìÿ ñïîñîáàìè ðàçìåðíîñòè öåíòðà ãðóïïîâîé àëãåáðû CG. Ñ îäíîé ñòîðî-
íû, z =

∑
h∈G

αhh ∈ Z(CG) ⇔ ∀g ∈ G, gz = zg ⇔ ∀g ∈ G, z = gzg−1 ⇔ ∀g ∈ G,
∑
h∈G

αhh =∑
h∈G

αhghg
−1, îòêóäà αh = αghg−1 ∀g, h ∈ G, çíà÷èò, dimZ(CG) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êëàññîâ

ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 2 CG ∼= End(ρreg). Åñëè ρ1, . . . , ρs �
ïîëíûé íàáîð íåïðèâîäèìûõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G, è
ki = dim ρi, i = 1, . . . , s, òî CG ∼= End(ρreg) ∼= Mk1(C)⊕ . . .⊕Mks(C), è dimZ(CG) = s.I
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